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ПЕРЕДМОВА 
Важливим напрямом ресурсозбереження та підвищення технологічних 
характеристик матеріалів є застосування  наноплівок та нанопокрить різного 
призначення. Останні є багатошаровими наносередовищами, що 
характеризуються неоднорідністю фізичних властивостей (механічних, 
дифузійних, електричних, магнітних, оптичних). Вони широко використовуються 
як конструкційні ресурсозберігаючі матеріали в напівпровідниковій та 
електронній промисловості (для нових поколінь запам’ятовуючих пристроїв та 
мікросхем), атомній енергетиці, як нанопокриття робочих органів обладнання для 
виробництва скловолоконних, мікропористих фільтрувальних матеріалів тощо. 
Це зумовило за останні роки ріст експериментальних та теоретичних 
досліджень дифузійної кінетики багатошарових нанокомпозитів, що дає 
можливість одержання на базі матеріалів з відомими властивостями нових 
матеріалів, створення яких пов’язане зі структурними змінами при агрегатуванні 
наношарів з різними властивостями. Зокрема, при агрегації (Fe/Dy), (Fe/Tb)-
магнітних багатошарових наноплівок виявлені значні ефекти магнетострикції 
(стискання зразків). Цей фізичний ефект спричинений системою інтерфейсних 
взаємодій між складовими елементами (наношарами) середовища та дисиметрією 
дифузійного масоперенесення в середовищі атомів для різних наношарів. 
Проведені експерименти, що стосуються створення багатошарового зразка, який 
складається з  нанесених на обертових пластинах кремнію (Fe 3нм/Dy 2 нм)-
мультишарів свідчать, що перші шари, які осідають на основу Si є 
структурованими і магнітними у порівнянні з іншими. Зображення, отримані за 
допомогою тривимірного атомного зондування, мультишарів, нанесених на 
кристали Si (плоскі шари) показали дифузію інтерфейсів, а також наявність 
великої кількості заліза в Dy-шарах. Обмінний зв'язок між Fe і Dy шарами є 
негативним, що дає можливість сформувати нові феромагнітні структури, з 
новими властивостями, що можуть мати нове практичне застосування. 
(Д. Блаветт, Е. Кадель,  А.Таміон) 
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В працях Василюка П.М., Гаврилюка В.П., Петрика М.Р.,  Шаблія О.М., 
експериментально і теоретично вивчались дифузійні ефекти в багатошарових 
тонких оксидних плівках Me-Al2O3-FeCr2O4  та Me-FeCr2O4-Al2O3, які 
запропоновані для використання як ефективні термо- та корозійностійкі 
нанопокриття робочих вузлів обладнання, що працюють в високотемпературних 
та агресивних середовищах (рідке скло, виготовлення оптоволокна, 
базальтоволокна тощо), забезпечуючи економію матеріалів. 
Основними висновками з цих робіт є те, що  виявлені структурні зміни 
при агрегації шарів та зумовлені ними концентраційні перерозподіли цих 
компонент (Fe, Dy, Tb) зумовили отримання нових характеристик створених 
нанокомпозитів. Проте вказаними авторами такі концентраційні профілі  отримані 
за рахунок дороговартісних експериментальних досліджень та класичними і 
наближеними методами дифузійної теорії, які не дозволяють отримати якісні 
описи концентраційних розподілів в наношарах. 
Підвищення якості оцінки технологічних параметрів багатошарових 
наноплівок вимагає наукового підходу, зокрема для визначення  концентраційних 
розподілів дифундованих компонент  в наношарах. Для цього необхідне  
вдосконалення існуючих підходів до моделювання дифузійного перенесення. 
Таким чином виникає актуальна наукова задача розроблення моделей 
процесів дифузійного перенесення і методів оцінювання технологічних 
параметрів багатошарових наноплівок 
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РОЗДІЛ 1.  
ТЕНДЕНЦІЇ РОЗВИТКУ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 
ДИФУЗІЙНОГО ПЕРЕНЕСЕННЯ В БАГАТОШАРОВИХ СЕРЕДОВИЩАХ 
 
У цьому розділі міститься аналітичний огляд стану справ та тенденцій 
розвитку математичного моделювання процесів дифузійного перенесення в 
багатошарових середовищах. Проаналізовано особливості крайових задач 
дифузійного переносу  в тонких багатошарових магнітних середовищах та  
результати сучасних експериментальних досліджень в галузі створення 
багатошарових наноплівок та нанокомпозитів різної фізичної природи. 
Встановлено актуальність наукової задачі розроблення  методів та моделей 
процесів дифузійного перенесення для оцінювання технологічних параметрів 
багатошарових наноплівок.  
1.1. Аналіз результатів сучасних експериментальних нанофізичних 
досліджень в галузі створення багатошарових наноплівок та 
нанокомпозитів  
Як показує ряд досліджень в галузі переносу в неоднорідних та 
багатоскладових мікропористих середовищах, зі змінними фізико-хімічними 
характеристиками характер переносу має чітко виражений неоднорідний характер 
вздовж основних напрямів переносу в силу як змінних фізико-хімічних 
характеристик вздовж напряму переносу так і впливу нестаціонарностей (зміни 
швидкостей та градієнтів швидкостей) на інтерфейсних масообмінних поверхнях 
[166,169, 188-192, 204].  
Аналогічна картина спостерігається за результатами експериментів щодо 
досліджень дифузії в багатошарових магнітних  Fe/Dy - наноплівках, які 
сформовані як мультикомпозитні середовища тонких наношарів 
багатоінтерфейсної взаємодії з різними дифузійно-магнетними характеристиками. 
(Результати отримані групою Фізики матеріалів в Університеті м. Руан 
(Франція)). Зокрема в [202] досліджувались термічно-випаровувані (Fe 3 нм / Dy 2 
нм) мультишари та намагніченість глибини профілю (Fe/Dy) мультишарів. 
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Основу цих досліджень складали магнітні рідкоземельні/перехідні металічні 
багатошарові тонкі плівки, що можуть розглядатися як магніто-оптичні носіїї 
запису інформації. Кристалічний характер шарів, неоднорідність інтерфейсів є 
важливим для розуміння макроскопічних властивостей наношарів. Досліджено 
також вплив температури (320 К чи 600 К) на нанохімічні і магнітні властивості 
Fe/Dy наношарів з допомого методу тривимірного атомного зондування. Зразки, 
виготовлені у вигляді наконечникка з радіусом кривизни близько 40 нм, 
піддавались дії високої позитивної напруги (3-15 кВ). Дослідження атомним 
зондуванням проводилися на (Fe 3нм/Dy 2нм)-мультитошарах, нанесених на 
вигнуті вольфрамові поверхні (W поверхні) та на плоских (Fe 3нм/Dy 2нм) 
мультишарах, нанесених на багатошарові (001) кремнієві основи. Основною 
проблемою було те, що осілі на наконечник шари були вигнутими, і тому вони 
можуть відрізнятися від плоских шарів, що потребує уточнення відповідних 
моделей дифузії з урахуванням конфігурації середовищ. [202] 
Мультишари були нанесені на основи (Si або W наконечники) шляхом 
термічного випаровування чистих елементів в надвисокому вакуумі камери з 
фоновим тиском  близько 8×10-10 мбар і тиск  осідання - 5×10-10  мбар. Швидкість 
осідання становила 0,01 нм/с для кожного елементу, а товщина знаходилася під 
контролем кварцевого монітора, розташованого близько до основи держателя. 
Температура основи послідовно фіксується на 320 К і 600К. Мультишари 
осаджувались на (001) кремнієві основи, орієнтовані для магнітних вимірювань і 
на W наконечники для структурних і хімічних аналізів. Також були проведені 
попередні дослідження плоских багатошарових нанесень на кремнії.  
Наконечники для експерименту були виготовлені в два етапи. 
Вольфрамовий дріт діаметром 0,1 мм був спочатку електрополірований з водним 
розчином NaOH, щоб отримати наконечник з радіусом кривизни близько 10 нм. 
Другий етап це „фарбування” вольфрамового наконечника польовим іонним 
мікроскопом (FIM), з використанням гелію в якості зображувального газу. 
Наконечник випаровувався, поки його поверхня не стала чистою і квазі-
напівсферичної. Радіус кривизни наконечника було приведений  до 40 нм. Зразок 
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був в кінцевому підсумку переданий в камеру для осадження наношарів. Під час 
передачі зразок знаходився в атмосфері менше 1 хв.  
Зразки для магнітних вимірювань були виготовлені з тридцяти Fe/Dy 
бішарів, з товщинами 3 нм для Fe і 1,3 нм для Dy. Вони були покриті захисним 
шаром Cr (50 нм), щоб уникнути як окислення так і іонної імплантації. Зразки 
були хімічно досліджені за допомогою компенсуючої  енергії томографічного 
атомного  зондування (ECoTAP)  при 80 К в надвисокому вакуумі 8×10-10 
мбар.Фізичний експеримент проводився за допомогою томографічно-атомного 
зондування – TAP (Tomographic Atom Probe). Базовий принцип застосування 
такого виду досліджень полягає в використанні іонізації і випарювання атомів з 
поверхні при допомозі електричного поля: імпульс високої напруги, що 
прикладається до наконечника, випаровує атоми з поверхні, які в подальшому 
збираються на детекторі, який здійснює аналіз досліджуваної області. Поверхневі 
атоми контрольовано випарюються полем, шляхом періодично повторюваних (з 
частотою ~1 КГц) імпульсів високої напруги на додаток до постійної напруги 
(рис.1.1.).  
 
Рис. 1.1. Принцип дії томографічно-атомного зондування 
Час біжучого спектрометру дозволяє зробити хімічне ототожнення 
випаруваних атомів з поверхні наконечника. Протягом процесу дослідження, з 
наконечника шар за шаром випарюються атоми і іонами, які збираються на  
двосторонньому детекторі, що проводить аналіз досліджуваної області (15нм x 
15нм). 
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В результаті експерименту були отримані петлі гістерезису, отримані при 
температурах (320 К і 600 К).  
 
Рис.1.2. Петлі гістерезису, отримані при температурах 320 К і 600К  
 
Магнітна анізотропія зразка, зроблена при 320 К, не є ні плоскою, ні 
перпендикулярною до площини плівки. На відміну від неї є явною одновісна 
перпендикулярна магнітна анізотропія для мультишарів, депонованих при 
температурі 600 К.  
Глибина профілів, отримана шляхом атомного зондування  для аналізу 
мультишарів на W-вершинах представлені на рис.1.3. 
 
  
Рис.1.3. Глибина профілів, отримані при температурах 320 К і 600К  
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Як видно з рис 1.3, існує набагато більше змішування Fe і Dy при 600 К в 
порівнянні з шарами, отриманими при 320 К 
Результати атомного зондування в поєднанні з магнітними вимірюваннями 
показують, що перпендикулярна магнітна анізотропія є більшою  для 
мультишарів, в яких інтерфейси змішані. Найбільш важливим результатом є те, 
що основний внесок в перпендикулярну магнітну анізотропію в Fe/Dy 
мультишарах випливає з аморфного Fe сплаву Dy.  
У той же час, подібне дослідження було розпочато на плоских основах, щоб 
позбутися ефекту кривизни. 3D-реконструкція аналізу обсягів плоских Fe/Dy 
мультишарів, нанесених на основи  Si при 320 К (рис1.4) показує позиції Dy, Fe і 
Ga імплантованих атомів.  
 
 
Рис.1.4. 3D-реконструкція аналізу обсягів плоских Fe 3nm/Dy 1.5nm мультишарів 
 
Відсутність хрому в реконструкції показує, що шар хрому був видалений 
під час FIB-фрезерування. Дев'ять Dy/Fe бішарів з 30 пройшли польові 
випаровування під час аналізу. Через руйнування зразка в процесі аналізу, тільки 
шість бішарів візуалізуються на рис 1.4. 
Це 3DAP елементарна карта показує, що коли концентрація Ga падає до 
рівня фону, то багатошарова структура з'являється набагато більш чітко, 
порівняно з попередніми дослідженнями, але перемішування зберігається (в 
нижній частині реконструкції). Навіть у частині, де опромінення і пошкодження, 
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як вважають, не відбувається (останні два бішари), дуже змішаних інтерфейсів не 
спостерігається. Вважається, що це не викликано Ga-опроміненням, як було 
зазначено в 3DAP аналізі шарів, нанесених на W наконечник. Це може 
відбуватися як в результаті взаємодифузії, так і імплантацією в процесі 
напилення. Слід зазначити, що багато заліза (~65 %) спостерігається в Dy-шарах, 
тоді як менше 10% Dy виявлено в Fe-шарах. [200] 
З розглянутого можна зробити висновок. Були досліджені (Fe 3 нм/Dy 2 нм) 
наношари осідання  при температурі 320 К і 600 К надпровідними квантовими 
пристроями магнітометрії.[202] Був проведений тривимірний атомний 
масштабний аналіз плоских Fe/Dy мультишарів, нанесених на кристали Si. 
Показано, що Ga-опромінення призводить до змішування між Fe і Dy шарами, які 
знаходяться в пошкодженій зоні. Виявлено, що шари, які знаходяться ближче до 
основи, де майже немає іонів Ga, збереглися. 3DAP зображення мультишарів, 
нанесених  на обидва кристали Si (плоскі шари) і вольфрамові наконечники (криві 
шари) показали дифузію інтерфейсів та наявність великої кількості заліза в Dy- 
шарах. [201] 
Проаналізуємо експериментальні і чисельні дослідження, що стосуються 
намагніченості глибини профілю (Fe/Dy) мультишарів, які були зроблені у 
лабораторіях Руанського університету французькими вченими А. Taміоном , Ф. 
Оттом, П.-Е. Берком, Е. Талботом, К. Бордел, Д. Блаватом. [200]. Зразки були 
термічно випарені при надвисокому вакуумі при двох різних температурах 
основи: 320К і 570К. та вивчалися рентгенівським відображенням (XRR), 
електронним мікроскопом високої роздільної здатності (HRTEM), конверсійними 
електронами Мосбауерівської спектрометрії (CEMS), SQUID магнітометрії та 
поляризованого відбиття нейтронів (PNR). Намагніченість профілів була 
отримана методом Монте-Карло при підтримці PNR відповідно. Ключова роль 
кристалічної структури підкреслюється магнітними вимірами глибини профілю, 
яка здійснюється за допомогою поляризованих нейтронів рефлектометрії. Метою 
даного експерименту  було вивчення впливу температури осідання на магнітні 
властивості, особливо профілю намагніченості глибині (Fe/Dy) мультишарів. Сам 
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експеримент полягав в наступному. Багатошарові осідання (Fe 3нм/Dy 2 нм), 
мультишарів наносилися методом термічного випаровування в надвисокому 
вакуумі на обертових пластинах кремнію. Швидкість осідання становила близько 
0,01 нм/с і товщини контролювалися кварцовим монітором. Фоновий тиск був 10-8 
Па, верхній шар був покритий Cr (5 нм), щоб запобігти окисленню. Температура 
основи (TS) послідовно фіксується на 320К і 570K. Типовий зразок складається з 
30 бішарів для дослідження за допомогою електронної Мосбауерівської 
спектрометрії (CEMS), SQUID магнітометрії та електронним мікроскопом з 
високою роздільною здатністю (HRTEM). Для рентгенівського відображення 
(XRR) і PNR, зразки з 10 бішарів були підготовлені, щоб переконатися, що 
товщини і шорсткості були однаковими для всіх бішарів. Структуру шарів 
досліджували методом просвічуваної електронної мікроскопії (ТЕМ).  
Розглянемо хімічні та структурні характеристики. Перед PNR-
експериментами, зразки характеризувалися за допомогою XRR, щоб знати, 
періодичність мультишарів.Рис.1.6 показує криві XRR-мультишарів, отриманих 
при 320К і 570К. 
 
 
Рис.1.6. Криві XRR-мультишарів, отриманих при 320К і 570К 
Перетворення електронної Мосбауерської спектрометрії Fe було 
використане для отримання структурної інформації про 57Fe-атоми мультишарів. 
Зразки були охарактеризовані в нульовому прикладеному полі при кімнатній 
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температурі, при нормальному падінні, з саморобним гелій-метан-пропорційним 
лічильником, з 57Co в Rh матриці (джерело). Експериментальні спектри були 
опрацьовані  технологіями найменших квадратів з використанням методу 
гістограм. Мосбауерський спектр при 300 К (Fe 3 нм/Dy 2 нм), мультишарів, 
депонованих при 320 і 570 К наведені на рис. 1.7 (а) і (б).  
 
 
Рис.1.7. Мосбауерський спектр мультишарів, депонованих при 320К і 570К 
 
 Для зразка, приготовленого при 320 К, Мосбауерський спектр має 
невеликий секстет характеристик кристалічної структури заліза та інтенсивного 
центрального піка, що пов'язано з аморфністю Fe [203]. Для Ts = 570K, спектр 
характеризується неупорядкованою легованою структурою, як уже зазначалося в 
інших аморфних Fe-RE сплавах. Цей результат узгоджується  з TAP аналізом і 
кривою XRR. (рис. 1.6), що ілюструє проникнення в Dy шари атомів Fe 
(температура 570К). Мультишари, головним чином структурно невпорядковані, 
але, згідно з CEMS аналізами, нанокристали Fe дійсно існують, принаймні для Ts 
= 320K.  
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Рис.1.8. HRTEM і ТЕМ-зображення (Fe 3 нм/Dy 2 нм) мультишарів депонованих 
при 320 і 570 К. 
 
Шарувата структура зразків спостерігалася безпосередньо за допомогою 
HRTEM. Рис. 1.8 показує HRTEM і ТЕМ-зображення (Fe 3 нм/Dy 2 нм) 
мультишарів депонованих при 320 і 570 К.  
Аналогічні зображення були отримані для них обох [199]. Як можна 
спостерігати на збільшених зображеннях (рис. 1.8 (б)), ці зразки мають регулярну 
структуру. Темні шари відповідають Fe шарам і яскраві шари – Dy-шарам. 
Важливо також відзначити наявність темних плям у шарах заліза, переважно 
розташованих близько до основи Si. Ці плями приписуються дифракційному 
контрасту найближчих з нанокристалічних кластерів в шарах Fe. На зображення з 
високою роздільною здатністю (рис. 1.8 (а)), ми бачимо, що першим осілим Fe-
шарам характерний  полікристалічний, а не структурний порядок, що  
візуалізується в Dy- шарах.  
В [200] встановлено, що кластери кристалів Fe, як виявило CEMS, головним 
чином розташовані близько основи кремнію. Рис 1.9 показує електронну 
дифракцію подібних мультишарів. 
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Рис.1.9. Електронна дифракція (Fe 3нм/Dy2 нм) мультишарів депонованих при 320 і 570К. 
 
Широкі кільця дифракції спостерігаються на рис. 1.9 (а) і (б), що показує, 
що Dy і Fe шари досить аморфні. [197]. 
В [202] (Fe 3 нм/Dy 2 нм)-мультишари, отримані при 320 і 570 К 
досліджувались поляризованою рефлектометрією нейтронів (PNR) для того, щоб 
отримати глибину їх профілю намагніченості в багатошарових структурах. Були 
проведені експерименти на 10 (Fe 3 нм/Dy 2 нм) мультишарах на PRISM 
рефлектометрі з поляризованими нейтронами і поляризаційним аналізом. Знаки 
«+» чи «-» показують чи напрям спіна нейтрону є паралельним чи непаралельним 
до прикладеного поля H. Поляризація пучка склала 97,5%, забезпечуючи дуже 
гарну якість при ”++” “--” вимірюванні перерізу. [201]. 
 
 
Рис.1.10. R++ i R-- криві нейтроних відображеннь для мультишарів, депонованих 
при 320 К і виміряних при 300 К.  
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Рис 1.10 показує R++ i R-- криві нейтроних відображеннь для мультишарів, 
закладених при 320 К, отримані при 300 К. Випробування  проводилися з 
програмним забезпеченням SimulReflec, враховуючи, що стек з 10 (Fe/Dy) бішарів 
з постійною товщиною кожного узгоджується з XRR вимірюваннями. Для того 
щоб ввести додатковий ступінь свободи, намагніченість перших двох бішарів 
була відпущена вільно варіювати з HRTEM зображенням (рис. 1.9 (b)) 
припустивши, що ці шари структурно відрізняються від інших бішарів. При 
цьому ступені свободи було отримане наближення, забезпечуючи як і очікувалося 
антиферомагнітний зв'язок між намагніченостями Fe і Dy [198].. Отримані дані 
узгоджуються з відомими експериментальними даними. На рис 1.12 [204] 
представлені намагніченості профілю зразка, яка вимірюється при 300К. В 
площині намагніченості (μ//) виражаються в (μв /atom). Невизначеність, за 
оцінками, є близькою до 0,2 (μв /atom) [204]. 
 
 
 
Рис.1.12. Намагніченості профілю 
мультишарів, депонованих при 320 К 
і виміряних при 300 К. 
Рис.1.13. R++  та R-- криві 
відображення нейтронів мультишарів, 
депонованих при 320 К і виміряних при 
100 К.  
 
Важливо зазначити, що сумарна намагніченість, що виводиться з PNR 
(0,6*105А/м) узгоджується з експериментальним значенням, отриманим SQUID -
магнтометрією біля 2 Т (0,7*105А/м). Чорні стрілки представляють напрями 
повної намагніченості кожного шару і θ – кут, утвореного між μ і нормаллю  до 
площини зразка (n). Намагніченість мультишарів не є повністю однорідною. 
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Тільки перші два бішари, нанесених на основу Si є магнітовпорядкованими, на 
відміну від інших шарів. Цей результат узгоджується з HRTEM аналізом і 
показує, що перші шари Fe, що осідають на основу, в основному кристалізується 
[166]. Встановлено, що непаралельна конфігурація Fe і Dy- намагніченості 
призводить до штучної феромагнетики. Цей негативний зв'язок, передбачений 
теорією Кемпбелла на атомному рівні, тут проявляється на нанометровому. 
В [202] виявлено, що відсутність намагнічування заліза у верхніх шарах 
пояснюється зміною структури Fe шарів, яка стає аморфною, як це 
спостерігається в Мосбауерівській спектрометрії (рис. 1.6.). Температура Кюрі 
чистого аморфного Fe є, за оцінками, від 200 до 270K. В результаті експерименту 
виявлена також намагніченість Dy шарів, хоча чистий аморфний Dy повинен бути 
парамагнітним при кімнатній температурі (TC= 110K)  
Рис.1.13 показує криві відображення нейтронів мультишарів, закладених 
при 320 К і вимірюваних  при 100 К. Ядерні довжини розсіювання Fe і Dy такі ж, 
як при 300 К. Мультишари є  магнітно частково неоднорідні (рис. 1.14) через 
наявність α-Fe нанокристалів в першому шарі Fe (рис. 1.7 (а), 1.8 (а) і 1.9 (а)). 
Намагніченість першозакладених Dy шарів близьке до отриманого при 300 К, як 
це буде пояснено методом Монте-Карло. Для верхніх шарів, у площині 
намагніченості шарів заліза 0 (μв /atom). можуть бути витлумачені існування PMA 
або утворенням «крученої» фази, як уже бачили в (Fe/Gd) мультишарах [162,166]. 
При 100К, аморфний Fe є магнітовпорядкованим. Однак, мала товщина шару і 
відсутність спін-фліп сигналу несумісні з існуванням гелікоїдальної фази. 
Виявлено, що верхні шари Fe перпендикулярно намагнічені. 
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Рис.1.14. Намагніченість профілю 
мультишарів, депонованих при 320 К і 
виміряних при 100 К 
Рис.1.15. Намагніченість профілю 
мультишарів, депонованих при 570 К і 
виміряних при 300 К.  
 
В [204] здійснено аналіз зразків при 300 і 100 К в площині поля 2 Т. Ядерна 
довжина розсіювання Fe така ж, як в натуральному Fe, в той час як ядерна SLD-
характеристика щодо Dy є між Fe і Dy масами ядерних довжин розсіювання. 
Мультишари підготовлені при 570K складаються з послідовності Fe і Fe-Dy шарів 
сплаву. Отримані з PNR криві, для TS = 570K схожі на попередні (рис 1.15). 
Показана глибина намагніченості профілів, що  виводиться з PNR. При 300 К, як 
уже зазначалося для TS = 320 К, перший осілий шар Fe на основу Si є 
магнітовпорядкованим (рис. 1.15), що узгоджується  з HRTEM результатами (рис. 
1.8).  
На рис 1.15 показані також деякі кристалізовані кластери у Fe шарах, 
переважно розташованих у районі основи. Верхні шари Fe, структурно 
невпорядковані, не проявляються у площині магнітного вкладу відповідно до 
PNR. Однак, як видно з аналізу CEMS (рис.1.7.(b), (d)) не існує значного 
парамагнітного сигналу. Отже, можна зробити висновок, що ці Fe–щари є 
феромагнітними і що їх намагнічування перпендикулярна площині зразка. 
Для зразка, приготовленого при 320 К, верхні шари Fe були оточені 
немагнітними шарами Dy при 300 К, в той час як при T S = 570К, Fe-шари оточені 
частково магнітовпорядкованими Fe-Dy шарами. Для T S = 570К, феромагнетизм 
верхніх шарів Fe при 300 К, є, результатом ефекту поляризації за рахунок сусідніх 
феромагнітних шарів [201]. Встановлено, що аморфність Fe-Dy шарів сплаву є  
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магнітно однорідною, тому що в площині намагніченість першого шару є майже 
такою ж, як і у верхніх шарах. Як і в попередньо розглянутих експериментах, 
зв'язок між першим магнітним шаром Fe і першим шаром Dy негативний. 
Нарешті, знак Dy-Fe верхнього шару в площині є протилежним до знаку першого 
Dy-Fe шару, через взаємодію Зеемана.  
 
 
Рис.1.16. Намагніченість мультишарів, сформованих при 570 К  
і виміряних при 100 К.  
При 100 К з  рис. 1.16., випливає пояснення того, що перший шар Fe є такий 
же, як і попередній. Збільшення намагніченості в першому Dy-Fe шарі, в 
порівнянні з отриманою  намагніченістю при 300 К, відбувається через зниження 
температури, оскільки Dy і є магнітнодомінуючим. Що стосується верхніх шарів 
Fe, у площині намагніченості 0(μв/atom) є однозначне пояснення існування PMA, 
як показано на петлі гістерезису (рис. 1.10 (d)). Це явище є еквівалентним для Dy-
Fe шарів, які також володіють сильним PMA. Малість в площині намагніченості 
вимірюється тільки за рахунок сильної взаємодії між зєємановськими Dy-
магнітними моментами в площині прикладеного поля. Більше того, PNR дозволяє 
привести до повної намагніченості М≈2,6*105 А/m з урахуванням Fe і Dy об'ємної 
щільності. Цей результат добре узгоджується з намагніченістю, яка вимірюється 
за допомогою SQUID-магнітометрії близько 2Т (рис. 1.10(d) ), коли магнітне поле 
прикладене в площині плівки. 
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Таким чином на основі проведеного аналізу описаних в літературі 
експериментів по формуванню наномультишарів можна зробити такі висновки: 
1. Мультишари є магнітно не цілком однорідними. Відповідно до 
проаналізованих HRTEM результатів, перші шари, які осідають на основу Si є 
структурованими і магнітними у порівнянні з іншими.  
2. Обмінний зв'язок між Fe і Dy шарами є негативним, що дає 
можливість сформувати нові феромагнітні структури, з новими властивостями, 
що можуть мати нове практичне застосування. 
Додатковим підтвердженням цих висновків щодо гіпотези про отримання 
нових, означених вище феромагнітних структур, зокрема про намагніченість 
першонанесених шарів є також моделювання, проведене методом Монте-Карло на 
основі стандартного одиничного-фліп Метрополісного алгоритму. Було ще раз 
показано, що якщо система складається з (Fe/Dy/Fe) тришарів, то вона є 
феромагнітною. Так, були розглянуті два різних зразки: перший з них  відповідає 
мультишару, який зберігається  при 320 К, він характеризується різкою межею 
між Fe і Dy шарами, тоді як другий є представником мультишарів, які 
підготовлені при 570 К, тут демонструється  велика дифузія атомів Fe в  шарові 
Dy [197]. 
Вказані методи моделювання були спрямовані також на вивчення 
залежності профілю концентрації від намагніченості, індукованої в шарі Dy 
оточуючими шарами Fe.  Товщини шарів були обрані близькі до 
експериментальних (3 нм для Fe і 2 нм для Dy) і приведені до загальної 
концентрації атомів Fe 80% в кожному випадку.  
Результати чисельного моделювання методом Монте-Карло показано на рис 
1.17 (а) [198]. 
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Рис.1.17. Результати чисельного моделювання методом Монте-Карло.  
 
Зокрема, теплові зміни намагніченості зразка А та трьох окремих шарів 
прогнозовано вздовж напрямку прикладеного магнітного поля. Значення 
намагніченості поділяються по насиченості намагніченості (повне або шар за 
шаром); отже, намагніченість змінює величину від -1 до +1 через негативну 
обмінну взаємодію між Fe і Dy. 
При T = 300K можна спостерігати, що Fe-шари були сильно намагнічені, 
трохи більше, для кристалічної фази (рівень 1), ніж для шару, що містить як 
аморфний так і кристалічний Fe (рівень 3).Це пов'язано зі значенням обмінної 
взаємодії, яке більше в α-Fe, ніж в аморфному Fe. Хоча критична температура 
чистого аморфного Dy становить близько 110 К, відзначимо, що ефект близькості 
з Fe шарами призводить до залишкової намагніченості 0,2 MS ~ 2 В/at. Ці 
результати підтверджують якість PNR підходу, який показує ненульову 
намагніченістю перших двох шарів Dy при кімнатній температурі.   При зниженні 
температури шари Dy поступово впорядковуються, що призводить до зниження 
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регресій чистої намагніченості. При T = 100K, трохи вище температури 
магнітного компенсації, Dy-шари досить сильно намагнічуються  вздовж 
прикладеного поля, (Мн0,65Мs), яка дає магнітний момент на атом 6,5В, як це 
спостерігалося в PNR-вимірюваннях.  
Вказана методика моделювання методом монте-Карло дала можливість 
підсумувати магнітне впорядкування зразка, а також екстраполювати магнітну 
конфігурацію при низькій температурі (T = 10K)..  
Нижче 100 К можна спостерігати самостійне впорядкування Dy-шарів 
вздовж невизначеного напрямку між зєємановською енергією з Fe і Dy 
магнітними моментами і міжфазної енергії обміну Така орієнтація намагніченості 
при низьких температурах в напрямку, який є необов'язковим, в магнітному полі, 
може бути пояснена розрахунком енергії з урахуванням середньої обмінної 
взаємодії між найближчими сусідніми атомами [199]. Припустивши, що 
феромагнітний порядок є в кожному шарі і визначається як кут α між напрямками 
Dy-моментів і прикладеного магнітного поля і кута β між Dy і Fe-моментами (рис. 
1.20 (а)), можна також визначити, з допомогою цієї методики, енергію тришарів 
як функції  від параметрів α і β [198]. 
 
Рис.1.18. А)Визначення кутів В) зміна енергії як функції, що залежить від кутів  
 
Результати, показані на рис.1.18 (b), демонструють що мінімум, як і 
очікувалося, відповідає α=0 і β=π, а це означає, що існує феромагнітна 
послідовність вздовж напрямку прикладеного магнітного поля. Цей мінімум є 
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плоским уздовж α-осі. Зміни параметра α від 0 до 1 рад призводить до невеликої 
зміни енергії Е(=1, =0)-Е13К/at. 
Вказаний результат моделювання показує, що при низькій температурі, 
напрям намагніченості не може бути точно відомий, тому що навіть невеликі 
теплові флуктуації досить сильні, щоб викликати збурення в намагнічування.  
В [199] проведено аналіз інших мультишарів, які здані на зберігання при 
570К, тут структурні відмінності походять від дифузії Fe-атомів в Dy-шари.  
Середній магнітний момент на атом у другому шарі складає 0,7×10-
0,3×2,2~6,3в, а не 10 в, як це було для зразка А.  
При 100 К, навіть якщо Dy-Fe шар як і раніше є сильно замагніченим, 
компоненти намагніченості вздовж прикладеного поля зменшується приблизно до 
2,2в .При низькій температурі, напрямок магнітних моментів є інтерферентним і 
залежить від конкуренції в зєємановській взаємодії між Fe і Dy-підгратками [201]. 
Однак слід зазначити, що ми не можемо, з цієї простої моделі, довести існування 
PMA, так як ми не включали будь-якої магнітної анізотропії в гамільтоніан. 
Отже, як підтверджують проведені нанофізичні дослідження, із 
застосуванням поляризованої нейтронної рефлектометрії до мультишарів (Fe/Dy), 
можливо визначити глибину магнітного профілю в (Fe/Dy) мультишарах, 
збережених  в різних умовах випаровування. Це також дало змогу встановити 
феромагнітний порядок зразків на основі перпендикулярної магнітної анізотропії, 
яка була знайдена при кімнатній температурі для мультишарів, які депоновані при 
570К.  
Поряд з магнітними, на сучасному етапі розвитку технологій також активно 
досліджуються оксидні плівки. Зокрема, в працях Василюка П.М., 
Гаврилюка В.П. [21-23] експериментально вивчались дифузійні ефекти в 
багатошарових тонких оксидних плівках Me-Al2O3-FeCr2O4  та Me-FeCr2O4-
Al2O3, які запропоновані для використання як ефективні термо- та 
корозійностійкі нанопокриття робочих вузлів обладнання, що працюють у 
високотемпературних та агресивних середовищах (рідке скло, виготовлення 
оптоволокна, базальтоволокна тощо), забезпечуючи економію матеріалів. Сплави 
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системи залізо-хром використовують як конструкційний матеріал в атомній 
енергетиці, при виробництві мінеральний волокон. У напівпровідниковій техніці 
застосовуються багатошарові оксиди, хімічний склад яких визначається такими 
компонентами, як Cr, Al, Si, РЗМ. Було встановлено, що утворення на поверхні 
багатошарових оксидів забезпечує високу жаростійкість в інтервалі 1000°-1300°С. 
Серед інших інтерес викликають сплави (мас.%) Fe-35Cr-(0,5;3) Al. При вмісті 
0.5% Al на поверхні сплаву утворюються оксиди за схемою Me-Al2O3-FeCrO. 
Якщо вміст Al підвищений до 3% , то оксиди розташовуються за такою схемою: 
Me-FeCrO-AlO. При цьому різко зростає жаростійкість сплаву, оскільки 
утворення зовнішніх оксидів алюмінію перешкоджає проникненню кисню у 
внутрішні шари. Загальна товщина окалини при цьому зменшується у 3-4 рази. 
Визначення дифузійних характеристик дозволяє скоригувати хімічний склад 
сплавів і прогнозувати ресурс їх роботи.  
Задачі вивчення дифузії в багатошарових плівках вимагають розробки 
нових методів моделювання і математичних моделей для опису явищ, які 
враховують наявність переходів (інтерфейсів) між суміжними шарами. 
Ефективними методами, які найповніше враховують проаналізовані вище 
особливості, є методи інтегральних  перетворень Фур’є, Лапласа, Фур’є-Бесселя, 
Вебера, Ганкеля, Конторовича – Лєбєдєва, з використанням яких можна  
розв’язати  різні типи краєвих задач  математичної фізики однорідних структур, у 
тому числі задачі дифузії для різних середовищ та змоделювати їх для реалізації 
на ПК 
 
1.2. Особливості крайових задач дифузійного переносу  в тонких 
багатошарових магнітних середовищах 
Розвиток сучасних нанотехнологій та створення новітніх наноструктур і 
матеріалів ставить нові завдання до дослідження механізмів кінетики та 
інтенсифікації дифузійного переносу в багатошарових неоднорідних середовищах 
різної конфігурації, що дозволяють описувати складні механізми системи  
інтерфейсних взаємодій, умови рівноваги та нестаціонарні режими переносу на 
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масообмінних поверхнях. Дослідження процесів дифузійного переносу в 
неоднорідних середовищах на сьогоднішній день вимагає розвитку нових якісних 
методів моделювання, що дозволяють описувати складні механізми системи  
інтерфейсних взаємодій між усіма складовими переносу та нестаціонарних 
режимів переносу на масообмінних поверхнях. 
Проблеми математичного моделювання дифузійного переносу в однорідних 
і неоднорідних  середовищах та методи побудови математичних розв’язків таких 
моделей  були розглянуті в роботах  А.В. Ликова [83-85], Я.С. Уфлянда [149], 
І.В.Сергієнка [127, 128], В.С.Дейнеки [41 – 43],  В.В.Скопецького [142], 
І.М.Федоткіна [150], Fraissard, [186, 187], Blavette D., Cadel E. [166, 169, 200, 202] 
та ін. Для однорідних середовищ  дифузійного переносу застосовувались методи 
інтегральних перетворень Фур’є, Лапласа, Вебера, Ганкеля і Гільберта. Для 
неоднорідних середовищ здебільшого застосовувались чисельні методи.  
Методологія математичного формування фізико-технологічних процесів 
переносу у неоднорідних та багатоскладових дифузійних середовищах і 
дослідження ефективних числових методів, їх моделювання на ПК, у тому числі 
побудова методом скінченних елементів високоточних обчислюваних схем 
розрахунку полів розв’язків моделей розглянуті в працях Ляшка І.І. [82], 
Сергієнка І.В., Скопецького В.В., Дейнеки В.С. [41- 43, 128, 142]. 
Проблеми формування крайових задач дифузійного переносу в 
багатоскладових середовищах для різних технологічних застосувань розглядaлись 
в роботах Ликова А.В. [83-85], Бомби А.Я.[12, 13], Власюка А.П. [30], 
Булавацького В.М. [18],  Федоткіна І.М. [150], Петрика М.Р. [95-117], Е.Каделя 
[202], Ж. Фрезара [186, 187]. В цих роботах  для математичного моделювання як 
стаціонарних так і нестаціонарних процесів дифузійного переносу  поряд з 
чисельними методами також використовуються аналітичні та асимптотичні 
методи одержання розв’язків  математичних моделей. Останні надають перевагу 
розробникам та аналізаторам технологічних процесів оперативно здійснювати 
якісний аналіз (як числових так і символьних)  взаємодій різних кінетичних 
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режимних та конструктивних параметрів та ефективні оцінки перебігу процесів 
тощо.  
В наведених роботах в якості методології моделювання цих процесів 
переносу використовувались методи теорії крайових задач, методи інтегральних 
перетворень Фур’є, Лапласа, Бесселя. При використанні вдалих схем формалізації 
умов рівноваги, ці методи є ефективним інструментом моделювання, що 
забезпечують високий ступінь адекватних модельних розв’язків їх 
експериментальним аналогам, забезпечують швидку збіжність обчислювальних 
процедур, збіжність розв’язків до початкових  та крайових умов, дають 
можливість враховувати взаємодії широкого класу важливих фізичних та 
технологічних чинників. 
Як показує цілий ряд досліджень в галузі переносу в неоднорідних та 
багатоскладових мікропористих середовищах, зі змінними фізико-хімічними 
характеристиками, характер переносу має чітко виражений неоднорідний 
характер вздовж основних напрямів переносу в силу як змінних фізико-хімічних 
характеристик вздовж напряму переносу так і впливу нестаціонарностей (зміни 
швидкостей та градієнтів швидкостей) на інтерфейсних масообмінних поверхнях 
[95-99, 115, 187-189, 198-202].  
Аналогічна картина спостерігається на результатах експериментів  
досліджень дифузії в багатошарових магнітних Fe/Dy - наноплівках, які 
сформовані як мультикомпозитні середовища тонких наношарів 
багатоінтерфейсної взаємодії з різними дифузійно-магнетними характеристиками 
(рис.1.3., 1.5.), отриманих групою Фізики матеріалів в Університеті м. Руан 
(Франція). 
Означене вище визначає необхідність створення нового математичного 
апарату для моделювання таких систем переносу, у тому числі і нелінійних, в 
неоднорідних і нанопористих середовищах, розвиваючи  і узагальнюючи певні 
класи методів теорії крайових задач, зокрема методи інтегральних перетворень 
Фур’є, Фур’є-Бесселя,  Вебера, Ганкеля, Лапласа, операційного числення 
Хевісайда  та методу впливу функцій Коші (фундаментальних матриць Коші) на 
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складніші структури крайових умов та  системи умов  багатоінтерфейсної 
взаємодії з рахуванням нестаціонарності – швидкостей зміни градієнтів 
параметрів переносу на краях та масообмінних інтерфейсних поверхнях  
Нестаціонарність масообміну може враховуватись при цьому  через використання 
у крайових умовах і системі багатоінтерфейсних умов  відповідних крайових 
задач переносу  диференціальних операторів 
xttt 




 2
2
2
,,  як спектрального  
параметру  перетворення Лапласа. 
Узагальнюючи основні типи крайових та інтерфейсних умов [64, 65, 181], 
дослідження розглядуваних моделей пропонується з використанням таких 
узагальнених крайових умов та систем багатоінтерфейсної взаємодії (n- 
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тут kC – концентрації дифундованої компоненти  для k–го шару неоднорідного 
багатоінтерфейсного нанопористого середовища, , , ,k k k kjm jm jm jm     - константи, що 
в  узагальненому вигляді  можуть описувати механізми багатоінтерфейсної 
системи  взаємодій на масообмінних межах, 0 1( ), ( ), ( )n kjt t t    - вирази правих 
частин (1.1), що виражають інтенсивності масообмінних крайових та 
інтерфейсних взаємодій, , 1,2j m  .  1, 1; 1,2k n s   . 
Як показують експериментальні дані сучасних експериментальних 
досліджень нанодифузії в багатошарових нанопористих середовищах 
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(багатоінтерфейсні наносистеми тонких плівок та нанопористих мембран тощо), 
важливу роль при дослідженні загальної кінетики переносу відіграє врахування 
впливу швидкостей зміни ґрадієнтів основних параметрів  переносу 
(концентрацій, тисків у міжчастинковому просторі та порах частинок) на краях та 
системі  інтерфейсних масообмінних поверхонь, спричинених зміною дифузійних 
та інших фізичних характеристик багатошарових середовищ [154, 175, 177].  
Таким чином, врахування  в моделях переносу в неоднорідних 
нанопористих середовищах вказаних вище чинників потребує розробки  та 
застосування методів, що дозволяють отримувати і досліджувати розв’язки та 
ефективні процедури моделювання. 
Найефективнішими методами, які найповніше враховують проаналізовані 
вище особливості є методи інтегральних  перетворень Фур’є, Лапласа, Фур’є-
Бесселя, Вебера, Ганкеля, Конторовича – Лєбєдєва, які і сьогодні інтенсивно 
знаходять своє використання  для розв’язування  різних типів краєвих задач  
математичної фізики однорідних структур, у тому числі в задачах дифузії для 
різних середовищ та математичного моделювання  на ПК [95-116]. Вперше такі 
інтегральні перетворення та методика їх  застосування до розв’язування  крайових 
задач як математичних  моделей різних фізичних процесів, головно  процесів 
теплопровідності та механіки, з’явились у математичній літературі у 60-70 роках 
цього століття у працях Куранта Р. [58], Ликова А.В. [83,85], Уфлянда Я.С. [149].  
Зокрема, у працях Уфлянда Я.С. було описане узагальнене інтегральне 
перетворення Фур’є на випадок декартової вісі (напівобмеженого середовища); 
декартового сегменту  (напівобмеженого середовища); декартового сегменту з 
однією точкою спряження (двоскладового середовища). Побудовані також 
гібридні інтегральні перетворення Фур’є-Бесселя; Бесселя-Фур’є на двоскладовій 
осі за умови ідеального контакту. Методика цих робіт була запропонована в 
роботах В.С.Проценка [124] для побудови гібридних інтегральних перетворень 
типу Фур’є-Лежандра, Бесселя-Лежандра, Фур’є, Ганкеля за мінімальних умов на 
структуру диференціальних операторів Лежандра і Бесселя, а також умов 
спряженя. 
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Математична теорія гібридних інтегральних перетворень отримала 
подальший розвиток у роботах Ленюка М.П. та його учнів. При найзагальніших 
припущеннях – на структури диференціальних операторів Бесселя, Лежандра, 
крайових умов та умов спряження побудовані інтегральні перетворення Фур’є-
Бесселя  і Вебера на полярній осі та на півосі з n-точками спряження, скінченні 
гібридні інтегральні перетворення, породжені різними можливими комбінаціями 
диференціальних операторів Фур’є, Бесселя, Лежандра на декартовій осі і 
декартовій півосі та полярній осі з однією і двома точками спряження. [61-70, 73-
79, 91, 110-115]. 
В праці Ленюка М.П. і Петрика М.Р. [74] узагальнені означені вище 
інтегральні перетворення Фур’є, Фур’є-Бесселя, Вебера, Ганкеля (1-го; 2-го роду) 
на складні  структури крайових умов та умов спряження, які використовуються 
для реальних процесів масообміну в неоднорідних середовищах з урахуванням  
нестаціонарних режимів переносу  на інтерфейсних поверхнях: на крайових 
поверхнях та поверхнях контакту (спряження) з використанням спектрального 
параметру.  
Особливістю математичних моделей крайових задач процесів 
адсорбційного переносу в дифузійних магнітних середовищах, що протікають у 
композитних середовищах як для однорідних так і для неоднорідних середовищ, є 
те, що вони по своїй фізичній природі є нерівноважними процесами, протікають 
здебільшого в режимі нестаціонарного масообміну на поверхнях контакту 
середовищ. Наявність впливу зовнішніх градієнтів переносу різної природи та 
відмінність фізико-хімічних та дифузійних властивостей для суміжних тонких 
пластів середовищ переносу потребує додаткового врахування в моделях факторів 
багатоструктурності та багатоінтерфейсності, що визначає загальну картину 
переносу. Різноманітність кінетичних характеристик, розмірів шарів, молекул та 
різноманітність конфігурації дифузійних середовищ (плоска, циліндрична, 
сферична) вимагає нових підходів як до фізичної постановки задач так і для 
створення їх математичного опису з метою максимального врахування впливу 
чинників. Це також потребує розвинення означених вище методів інтегральних 
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перетворень Фур’є, Бесселя, Ганкеля, методів побудови фундаментальних 
функцій Коші для одержання аналітичних розв’язків досліджуваних моделей та 
крайових задач, алгоритмізації обчислювального процесу та математичного 
моделювання цих процесів на ПК.  
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РОЗДІЛ 2 
МЕТОДИ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ В ЗАДАЧАХ 
ДИФУЗІЙНОГО МАСОПЕРЕНОСУ З СПЕКТРАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ В 
БАГАТОІНТЕРФЕЙСНИХ НЕОДНОРІДНИХ  ЦИЛІНДРИЧНИХ 
СЕРЕДОВИЩАХ 
 
2.1. Скінченні  інтеґральні перетворення типу Ганкеля першого роду і 
другого роду для однорідних циліндричних середовищ переносу 
 
2.1.1. Cкінченне  інтеґральне перетворення типу Ганкеля 1-го роду для 
однорідного обмеженого  циліндричного середовища 
Розглядається методологія побудови скінченного  інтеґрального 
перетворення типу Ганкеля 1-го роду для однорідного обмеженого  
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швидкості зміни ґрадієнтів основних параметрів переносу на крайовій поверхні 
r R . Побудова  означених інтеґральних перетворень для часткового випадку 
1 1
11 11 0    розглянуто в праці [122]. Наявність похідної по t в крайовому 
операторі 11, 1,2
m m   приводить до появи спектрального параметра в крайовій 
умові відповідної синґулярної спектральної задачі Штурма-Ліувілля. 
Означене скінченне інтеґральне перетворення Ганкеля 1-го роду 
будуватимемо з використанням ядра Коші – фундаментальний розв’язок задачі 
Коші для В-параболічного рівняння масопереносу при однорідній крайовій умові. 
Отже, розглянемо задачу побудови обмеженого в області 
     RrtrtD ,0,,0:,   розв’язку рівняння масопереносу В-параболічного 
 34 
типу [151] для однорідного циліндричного середовища із нестаціонарним 
режимом масообміну на крайовій поверхні 
  2 2, 0, 0, 0v
u
u D B u D
t
 

     

                           (2.1) 
за початковою умовою 
    
0
, ( )
t
u t r g r

                                         (2.2) 
та крайовими умовами 
     111
0
lim ( ) 0, 0v
r Rr
r u L u
r



 

.                                    (2.3) 
Припустимо, що функція u(t,r) є ориґіналом за Лапласом щодо t [108]. У 
зображенні за Лапласом отримуємо крайову задачу: побудувати обмежений на I0 
розв’язок рівняння Бесселя для модифікованих функцій 
(Bv,α-q
2)u*(p,r) = - g (r), 2 2 2( ),q a p    g 2a g (r)                        (2.4) 
за крайовими умовами 
             1 1 1 111 11 11 11
0
lim [ *( , )] 0; * .v
r Rr
d d
r u p r u g R g R
dr dr
    

 
    
 
                       (2.5) 
Тут  1 1 1 1 1 111 11 11 11 11 11, .p p          
Зафіксуємо вітку 1/ 2 2 1/ 2( )q D p   , на якій eq >0. Фундаментальну 
систему розв’язків для рівняння (Bv,α-q2)v = 0 утворюють функції Бесселя Iv,α(qr) та 
Kv,α(qr) [41]. Безпосередньо перевіряється, що єдиним розв’язком крайової задачі 
(2.4), (2.5) є функція 
            * 2 1,
0
( , ) ( , , ) ( )
R
vu p r p r g r r dr

 
   .                           (2.6) 
Тут бере участь функція Коші  
1*2
, , ;11
, 1*11
, , ;11, ;11
( ) ( , ),0
( , , )
( ) ( , ),0( )
v v
v
v vv
I qr qR q r Rq
p r
I q qR qr r RU qR

 

 
 

 

    
 
   
.             (2.7) 
   Вважається, що 111  g'(R)+ 
1
11  g(R)=0, 
1 1 1 1
11 11 11 11 0.      Повертаючись в 
рівності (2.6) до ориґіналу, одержуємо єдиний розв’язок задачі (2.1)- (2.3): 
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           ,
0
( , ) ( , , )
R
vu t r t r   g(ρ)ρ
2α+1σdρ, 2a  .                                           (2.8) 
За означенням Лаплас-ориґінал *, ( , , )vH p r   знаходиться за формулою 
обернення [149, 295]    
0
0
, ,
1
( , , ) ( , , )
2
i
pt
v v
i
t r p r e dp
i

 

 

 

 
  . 
Особливими точками функції коші , ( , , )vH p r 

 є точки галуження 2p   та 
p . Покладемо 2 ,p i    тобто 2 2( )p       та розглянемо 
трансцендентне рівняння 
           1 1 1 211 11 , 11 1, 1( ) ( ) 0v v
v
J bR b RJ bR
R
 

    
 
   
 
,                                  (2.9) 
яке при 111 0, 
1
11 0   співпадає з відомим в математичній літературі [1]. Тут 
1 1 2 2 1
11 11 11( )       , 
1 1 2 2 1
11 11 11( )       . 
З використанням методикою праці [122] можна показати, що корені βn 
трансцендентного рівняння (2.9) утворюють дискретний спектр:   .1

nn  Таким 
чином, точки 2 2( )n np      для функції  , ( , , )vH p r 
 є простими полюсами. За 
узагальненою теоремою розвинення (Ващенка-Захарченка  та Хевісайда) [108] 
маємо:  
  
2 2( ) , , 1
, 2
1
, 1
( ) ( )
( , , ) ,
( )
n t v n v n
v n n
n
v n
J b r J b
t r e b a
J b r
   



 

  

  .             (2.10) 
 У формулі (2.10) квадрат норми власної функції 
2 2 2 2 1
, , 0, , 0,1
0
1 2 2 2 2 2 2
, , 1, 1 1, 1 0, ;
( ) ( ) ( )
2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
R
v n v n n v n n
v n v n v n n v n n
J b r J b r G J b r r dr G
R J b R vJ b R J b R b R J b R G

  

   



 
   
      
     

          (2.11) 
2
2 1 1 1 1 1 1 1 1
0, 11 11 11 11 11 11 ,( ) / ) ( )n v n r RG R d dr J b r

      
 

       
2
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
11 11 11 11 11 11 , 11 1, 1( ) ) ( ) ( )v n n v n
v
R J b R Rb J b R
R

 

          
 
    
 
. 
Звідси внаслідок початкової умови (2.2) отримуємо інтеґральне зображення: 
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        ,2 1, 2
1 0 , 1
( ) ( )
( )
R
v
v n
n
v n
J
r J b d
J b r



    



 
  
 
 g g .                       (2.12) 
Інтеґральне зображення (2.12) визначає пряме ,v   й обернене 
1
,v 
  скінченне 
інтеґральне перетворення Ганкеля 1-го роду із спектральним параметром (в 
крайовій умові): 
  2 1, ,
0
( ) ( ) ( )
R
v v n nr r J b r r dr

  
 g g g ,              (2.13) 
  ,1, 2
1
, 1
( )
( )
( )
v n
v n n
n
v n
J b r
r
J b r






 g g g .               (2.14) 
Мають місце твердження. 
 
Теорема 2.1.1 (про спектральну функцію): Система власних функцій 
 , , 1( , ) ( )v n v n nV r J b r 


  узагальнено ортоґональна, повна й замкнута на (0,R). 
Доведення: Теорема доводиться на основі міркувань, викладених  
в п..1.2 [97]. 
Теорема 2.1.2 (типу теореми Стеклова): Якщо функція f(r) =  ,vB (r) g  
неперервно диференційована на(0,R), а функція g(r) задовольняє крайові умови 
 lim 0,
0
d v
r (r)
r dr



  g
1 1 1 1
11 11 11 11( ) ( ) 0, ,
d
B B rv v
dr r R
       

 
 
 
g ,           (2.15) 
то функція (r)g  розкладається за системою власних функцій  
1,
),(
nnv
rV   в 
абсолютно й рівномірно збіжний на множині (0,R) ряд Фур’є (2.12). 
Доведення:  здійснюєваться на використанні методики доведення теореми 
1.2.2 згідно підходів поданих у працях [96, 97]. 
 
Теорема 2.1.3 (про основну тотожність): Якщо функція (r)g    3 0,C R  і 
задовольняє крайові умови 
2 1
lim ( , ) ( ) ( , ) 0, ,0
d d
r V r r V rv n v nr dr dr

  

 

  
  
  
g
g ; 1 111, 11, ( )n n
d
r
Rdr r R
  

 
 
 
g g           (2.16) 
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то справджується основна тотожність інтеґрального перетворення 
диференціального оператора Бесселя 2 , :va B   
   
1
2 2 1 2 1
, , 11, , ,( ) ( , )v v n n n v n Ra B r R V R

    

     g g g                   (2.17) 
 1 1 2 2 111, 11 11,n n                 1 1 2 2 111, 11 11n n       . 
Доведення: головна тотожність (2.17) встановлюється методом дворазового 
інтегрування частинами під знаком інтегралу, з використанням властивостей 
функцій ( , ),V rv n  та  y z  і умов (2.16). 
Зауваження:  Внаслідок трансцендентного рівняння (2.9) маємо тотожність  
            1 1 1 111 11 11 11 , ( )v nJ R     1 1 1 1 211, 11 11 , 11 1, 1( ) ( , ) | ( , )n v n n v n
v
V R R b V R
R
 

      
 
   
 
. 
При цьому рівність (2.17) набуває вигляду: 
 2, , ( )v va B r    g
2 1
2 1 1 1 2
11 11 , 11 1, 11 1 1 1
11 11 11 11
( ) | ( , ) ( , ) .n n v n n v n
RR v
V R R b V R
R

 

     
   

 

     
g
g  
Наявність тотожності (2.17) дає можливість застосовувати запроваджене 
скінченне інтеґральне перетворення Ганкеля 1-го роду із спектральним 
параметром для знаходження точних аналітичних розв’язків розглядуваних 
нестаціонарних математичних моделей переносу. Логічна схема побудови 
розв’язків таких квазістатичних і динамічних моделей подана в [131]. 
  
 
2.1.2. Скінченне інтеґральне перетворення типу Ганкеля 2-го роду для 
однорідного обмеженого  циліндричного середовища 
Розглядається методологія побудови скінченного інтеґрального перетворення 
типу Ганкеля 2-го роду для однорідного обмеженого  циліндричного середовища 
 0 0 0: ( , ); 0,I r r R R R R    , породженого  диференціальним оператором 
Бесселя B  і крайовими диференціальними операторами 
1 1 1 1
11 11 11 11 11 , 1,2
m m
m
m m
m
t r t
   
   
     
   
,  
1 1
11 11 0    
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для  квазістатичних задач (m=1) і  динамічних задач (m=2), що описує вплив  
швидкості зміни ґрадієнтів основних параметрів переносу на крайових поверхнях 
0 ,r R r R  . Побудова  означених інтеґральних перетворень для часткового 
випадку 1 111 11 0    розглянуто в праці [122]. Наявність похідної по t в крайовому 
операторі 11, 1,2
m m   приводить до появи спектрального параметра в крайовій 
умові відповідної спектральної задачі Штурма-Ліувілля. 
Розглянемо синґулярну спектральну задачу Штурма-Ліувілля: побудувати  в 
I0  розв’язок диференціального рівняння Беселля 
   2, , , 0v vB V r                   (2.18) 
за крайовими умовами 
0
0 0
11 11 , 0;v r R
d
V
dr
  
 
  
 
 
1
1 1
11 11 , 0;v r R
d
V
dr
  
 
  
 
         (2.19) 
Загальним розв’язком рівняння (2.18) є функція 
 ( , ) ( ) ( )
, , ,
V r A J r B N r
v a v a v a
                  
Крайові умови (2.19) для визначення сталих A, B дають алґебраїчну систему 
з двох рівнянь: 
01 01
, ;11 0 , ;11 0( ) ( ) 0,v a v au R A u R B     
11 12
, :11 1 , :11 1( ) ( ) 0v a v au R A u R B   .                (2.20) 
Для того, щоб алґебраїчна система (2.20) мала ненульовий розвязок, 
необхідно і досить, щоб її визначник 
01 12 12
, ;11 0 , ;11 1 , ;11 1( ) ( ) ( ) ( ) 0, v a v a v a
u R u R u R
v a
                         (2.21) 
Властивості коренів трансцендентного рівняння (2.21) (власних чисел 
диференціального оператора 
av
B
,
 описує твердження. 
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Теорема 3.1`.1 (про дискретний спектр). Корені j трансцендентного 
рівняння ( )
,v a
   утворюють дискретний спектр: дійсні, різні, симетрично 
розташовані відносно точки 0,   їх модулі складають монотонно зростаючу 
послідовність з єдиною граничною точкою .    
Доведення:  Теорема доводиться на основі міркувань, викладених в Т.2.2.1 
Якщо покласти 02
, ;11 0( ),v a jA u R  
01
, ;11 0( ),v a jB u R   то одержимо, що власному числу 
j
  відповідає власна функція 
02 01
, , ;11 0 , ;11 0 , ;11 ,( , ) ( ) ( ) ( ) ( )0v a j v a j v a j v a v a j
V r u R J R u R N r
j
                    (2.22) 
 
Теорема 3.1`.2 (про дискретну функцію).  Система власних функцій  
 ( , ),
1
V rv a j
j



 узагальнено ортогональна, повна і замкнута на  0 1, .R R  
Доведення:  Достатньо довести, що система  ( , ),
1
V rv a j
j



 узагальнено 
ортогональна. Для 
j s
   функція ( , )
,
V r
v a j
  та ( , )
,
V r
v a s
  задовольняють 
відповідно рівняння: 
2
, ,( ) ( , ) 0v a j v a jV r    ;  
2
, ,( ) ( , ) 0v a s v a sB V r   .   
Помножимо перше з цих  рівнянь на функцію 2 1 , ( , ),
a
v a sr V r 

 а  друге на на 
функцію 2 1
, ( , ),
a
v a jr V r 
  і віднімемо від першого друге:  
2 12 2 2 1
, , , , ,
( ) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ) ( , ))
aa
j s a v j a v s a v j v a s v a j
d dd
V r V r r r V r V r V r
dr drdr
      

 
 
 
 
 
Якщо помножити останню рівність на dr і проінтеґрувати r  від 0r R  до 
1,r R  то отримаємо: 
1
1
0
0
2 12 2 2 1
, , , , , ,
( ) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))
R
R
aa
j s v a j v a s v a j v a s v a s v a j
R
R
d d
V r V r r dr r V r V r V r V r
dr dr
       
  
 
  
 
  
            (2.23) 
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Розглянемо для 1.0m  вираз 
11 , 11 ,11 , 11 ,
( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
m m m m
m j s v a s v a jv a j v a j
d d
Z r a V r V r V r V r
drdr
        
 
     
 
 
 
   
11 , 11 , 11 ,11 ,
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
mm m m
v a s v a s v a jv a j
dd
a V r V r V r V r
dr dr
      
 
         
  



   
З одного боку вираз  
11 11 11 11 , ,( , , ) ( )( ( , ) ( , )
m m m m
m j s v a j v a s
d
Z r a V r V r
dr
        
, ,( , ) ( , )); 0,1v a s v a j
d
V r V r m
dr
              (2.24) 
Оскільки 
 0 0
11 11 ,
0
( ) ( , )v a j
d
a V r r R
dr
   0
0 0 2 0 0
11 11 , 11 11 ,( ) ( , ) ( ) ( , ) 0v a j j v a j r R
d d
a V r V r
dr dr
      
 
     
 
 
То має місце рівність 
 
0
0 0 2 0 1
11 , 11 , 11 , 11 ,
0
( , ) ) ( , ) ( ( , ) ) ( , )) .v a j v a j r R j v a j v a j
d d
a V r V r V r V r r Rdr dr
       
 
    
 
           (2.25) 
 Аналогічно знаходимо, що 
1
1 1 2 1
11 , 11 , 11 ,( , ) ) ( , ) ( ( , )v a j v a j r R j v a j
d d
a V r V r V r
dr dr
     
 
  
 
             (2.26) 
Внаслідок рівностей (2.25), (2.26) маємо: 
       2 2 0 1 0 00 0 11 , 0 11 , 0 11 , 0 11 , 0( , , ) ( ) , ) , , ) ,j s j s v a j v a j v a s v a s
d d
Z R V R V R V R V R
dr dr
           
 
     
 
         (2.27) 
2 2 0 0 0 0
1 1 11 , 0 11 , 0 11 , 0 11 , 0( , ) ( ) ( , ) ) ( , ) ( , ) ) ( , )j s j s v a j v a j v a s v a s
d d
Z R V R V R V R V R
dr dr
           
   
       
   
         (2.28) 
Порівнюючи (2.24) з (2.27`) при 0m  , 0r R  та (2.12) з (2.28) при 1m  , 1r R , 
отримуємо рівності: 
 
2 2
, , , ,
0 0 0 00
11 11 11 11
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
j s
v a j v a s v a s v a j
d d
V r V r V r V r r R
dr dr a
 
   
  
  
    
  
 
 0 0 0 011 , 0 11 , 0 11 , 0 11 , 0( , ) ) ( , ) ( , ) ) ( , )v a j v a j v a s v a s
d d
V R V R V R V R
dr dr
       
   
     
   
. 
 
1
2 2
, , , , 0 1 1 1
11 11 11 11
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
j s
v a j v a s v a s v a j r R
d d
V r V r V r V r
dr dr a
 
   
  

 
       
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 1 1 1 111 , 1 11 , 1 11 , 1 11 , 1( , ) ) ( , ) ( , ) ) ( , )v a j v a j v a s v a s
d d
V R V R V R V R
dr dr
       
   
    
   
. 
В припущенні, що 0 0 0 011 11 11 11 0,a     
1 1 1 1
11 11 11 11 0a     , в результаті підстановки 
двох останніх значень виразів  в рівність (2.23) і скорочення на 2 2( ) 0,j s    
одержуємо, що 
2 1 2 1
1 2 1 0 0 10 1
, ;11 0 , ;11 0 , ;11 1, , 0 0 0 0 1 1 1 1
0 11 11 11 11 11 11 11 11
( , ) ( , ) ( ; ) ( ; ) ( , ) 0;
a a
a
v a j v a s v a sv a j v a s
R R R
V r V r r dr V R V R V R
R a a
    
     
 

  
 
   (2.29) 
, ;11 11 , 11 ,( , ) ( , ) ( , ); 0,1
m m m
v a m v a m v a m
d
V R V R V R m
dr
       .   
      Оскільки звичайний скалярний добуток   
1 2 1
, , , ,
0
( , ), ( , ) ( , ) ( , )
a
v a j v a s v a j v a s
R
V r V r V r V r r dr
R
   

  , 
то рівність (2.29) показує, що скалярний добуток  
   
2 1
0 00
, , , , , ;11 0 , ;11 11 0 0 0 0
11 11 11 11
2 1
1 11
, ;11 1 , ;11 1
1 1 1 1
11 11 11 11
( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) 0
a
v a j v a s v a j v a s v a j v a s
a
v a j v a s
x
R
V r V r V r V r V R V R
a
R
V R V R
a
     
  
 
  


  

 

    (2.30) 
Таким чином для j s   скалярний добуток , , 1( ( , ), ( , )) 0.v a j v a sV r V r    Отже, 
система  , ( , )v a jV r   є узагальнено ортоґональна. При цьому квадрат норми власної 
функції обчислюється за правилом: 
  
 
12 2
0 1
, ;11 0 , ;11 12 2
2 1 2 1
, , 0 10 0 0 0 1 1 1 11
11 11 11 11 11 11 11 11
( , ) ( , )
( , ) ( , )
v a j v a j
a a
v a j v a j
V R V R
V r V r R R
a
 
 
      

   
 
   .          (2.31`) 
  Позначимо додатні корені трансцендентного рівняння (2.5`) в порядку 
зростання через 1 2, ,..., ,...j   . Як висновок із вищенаведених теорем одержуємо 
що дискретному спектру  
1
j
j



 відповідає дискретна функція  ( , ),
1
V rv a j
j



 . 
 Можна ставити питання про зображення достатньо гладкої функції ( )g r  в 
ряд Фур`є за системою  ( , ), 1V rv a j j


: 
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1
,2 1
, 2
,0 1
( , )
( ) ( ) ( , )
( , )1
v a ja
v a j
v a j
R
V
q r q V d
VRj
 
    
 


 

             (2.32) 
   Ряд Фур`є (2.32) породжує пряме 
,v a
і обернене 1, 
  скінченне 
інтеґральне перетворення типу Ганкеля 2-го роду із спектральним параметром: 
 
1
2 1
, ,
0
( ) ( ) ( , ) ,
a
v a j jv a
R
g r g r V r r dr g
R


                   (2.33) 
 
,
( , ),
( )
2
1
( , ), 1
V rv a j
g g g rj j
j
V rv a j
 



 

   .                         (2.34) 
Математична обґрунтування формул (2.33) є (2.34) є твердження. 
 
Теорема 3.1`.3 (аналоґ теореми Стеклова): Якщо функція ( )g r  має три 
неперервних похідних на ( , )
0 1
R R  (функція ( ) ( )
,
f r B g r
v a
     неперервно 
диференційована і задовольняє крайові умови, то вона зображується абсолютно 
й рівномірно збіжним рядом Фур`є  (2.32). 
Доведення :  Доведення теореми  подано в [131].    
Застосування запровадженого скінченного інтеґрального перетворення 
Ганкеля 2-роду до побудови точних аналітичних розв’язків математичних 
моделей масопереносу опирається на основну тотожність інтеґрального 
перетворення диференціального оператора 
av
B
,
.  
 
Теорема 3.1`.4. (про основну тотожність) Якщо функція q(r) має три 
неперервних похідних на ( , )
0 1
R R  і задовольняє крайові умови  
0 0( ) ( ) ,
11 11 00
d
a q r gr Rdr
    0
1 1( ) ( ) ,
11 11 1
d
a q r gr Rdr
             (2.35) 
 то має місце основна тотожність інтеґрального перетворення 
диференціального оператора Бесселя 
av
B
,
: 
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   2 2 1 0 0 0 0 1 0( ) ( ) ( , ),, 0 11 11 11 11 , ;11 0 0
aB q r q R a v R qv av a j j v a j
             
 2 1 1 1 1 1 1 1( ) ( , )
1 11 11 11 11 , ;11 1 1
aR a V R q
v a j
                    (2.36) 
 Доведення: Інтеґруючи два рази частинами під знаком інтеґралу в лівій 
частині (2.36), маємо: 
    
1 2 1 2 1( ) ( ) ( , ) ( ( ) ( , ), , ,, ,
0
R
a aB q r B q r V r r dr r q r V rv a v a v a jv a v a j
R
 
      
 
 
1 2 11( ) ( , ) ( ) ( , ) ., ,, 0
0
R
Rd a
q r V r q r B V r r drv a v a jRv a j
Rdr
 

                   (2.37) 
 Тотожність 1( , ) ( , ) 0
11 , 11 ,
m ma V R V R
v a m j v a m j
      помножимо на 
11
m  і 
перепишемо так: 
( ( , ) ( , ))
11 11 , 11 ,
m m ma V R V R
v a m j v a m j
      ( , ) ( , ) 0
11 11 , 11 11 ,
m m m ma V R V R
v a m j v a m j
      .  
      Звідси знаходимо, що 
( , ) ( ) ( , ); 0,1
11 . ;11 11 11 11 11 ,
m m m m m ma V R a V R m
v a m j v a m j
                   
При 0 0
11
a   безпосередньо маємо: 
1 0 0( ) ( ) ( , )
, , 11 11 , 00 00 11
q V qV a q q V Rr Rv a v a v a jr R
a
      
 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ).
11 , 11 , 0 0 11 , 0 0 11 11 11 11 , ;11 00
011
d
a V V q R q a V R q a V R
v a v a v a j v a jr Rdra
          

 
 Аналогічно одержуємо: 
1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( , ).1 11 11 11 11 , ;11 1, , 1
q V qV q a V Rr R v a jv a v a
   

        
 Внаслідок рівняння Бесселя (2.1`) маємо 2( , ) ( , ),, ,
B V r V rv a jv a j v a j
        та 
підстановка  останніх трьох виразів у (2.37) приводить до (2.36). 
На основі тотожності 
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2 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
, , , , 2 2 1
d d
J R N R N R J R
v a j v a j v a j v a j a a
dr dr Rj
   
 
 

 знаходимо, що 
2 10 0 0 1 1 0( ) ( , ) ,
11 11 11 11 , ;11 0 2 2 1
a V R
v a j a a
Rj
   
 
 

 
01
( )2 1 , ;11 01 1 1 1 1 1( ) ( , ) .
11 11 11 11 , ;11 1 2 2 1 11
( , )1 , ;11 1
u Rv a j
a V R
v a j a a
R u Rj v a j

   
  
 

 
Тотожність (2.36) набуває вигляду: 
  
01
( )2 1 , ;11 02( ) ( 1 .,, 2 11
( ), ;11 1
u Rv a j
H B q r qv av a j j a
u Rj v a j


  
           
Приклади схем застосування вищеописаного методу до побудови точних 
аналітичних розв’язків математичних моделей масопереносу з врахуванням  
швидкостей зміни ґрадієнтів концентрацій на границях подані в  [131]. 
 
 
2.2. Скінчене гібридне інтеґральне перетворення типу Ганкеля першого 
роду  для обмежених неоднорідних n-складових циліндричних  середовищ 
Запровадимо скінчене гібридне інтеґральне перетворення типу Ганкеля 1-го 
роду для обмежених n-складових  неоднорідних циліндричних середовищ, 
визначених областю  
1
1, 0 1
1
: 0,
n
n k k n
k
I r r R R R R R

 

 
     
 
 і породженого 
диференціальним оператором Бесселя      
1
1 ,,
1
k k
n
k k k vv
k
B D r R R r B 



      
 в припущенні, що спектральний параметр   входить  в крайову умову при ,Rr   
та систему інтерфейсних  умов в , 1,kr R k n   врахуванням  швидкостей зміни 
ґрадієнтів концентрацій на масообмінних поверхнях . 
Розглянемо синґулярну задачу Штурма – Ліувілля про конструкцію 
обмеженого на множині nI  розв’язку  системи диференціальних рівнянь Бесселя 
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2
, ( , ); 1, 0( ) ( , ) 0, ( ), 1, 1; 0J Ja j a j j jВ b V r r R R j n R                                         (2.38) 
за крайовими умовами 
1 1
1
1 1
( , );1 22 22 ( , ); 1
0
lim ( ( , )) 0;( ) ( , ) 0
n
n n
a a n r R
r
d d
r V r a V r
dr dr
 
    
  
 

                    (2.39) 
та  системою n- інтерфейсних умов  
1 1 ( , ); 2 2 ( , ); 1[( ) ( , ) ( ) ( , )] 0; 1,2; 1,k
k k k k
j j a k j j a k r R
d d
a V r a V r j k n
dr dr
           .       (2.40) 
Тут   1, 1 2 2 , 1 1( , ) ; , ;...; ; ,n n n na a          , 2 1 2 2( ), 0;j j j jb D k D
     
2 2 2 2( ) , ( ) ;k k k k k kij ij ij ij ij ija a               (0, );    
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 10, 0, max{ ; ;...; ; }.j j j n nk               
Визначимо матриці: 
11 11 11 11 12 12 12 12
11, 12, 21, 22,
21 21 21 21 22 22 22 22
, , ,
k k k k k k k k
k k k kk k k k k k k k
a a
A A A A
a a
     
     
       
          
       
та 
 розглянемо числа: 0, 0;
2 1 1 2 2 1 1 21, 2,
k k k k k k k kc a a c
j j j j j j j jj k j k
             тут  
kji
mnijc
,
;
11 - 
визначник другого порядку, перший стовпець якого позначено через 1і  
а другий -
1
j . При цьому 
1
і -перший чи другий стовпець матриці , ,ij kА а 1j -перший 
чи другий стовпець матриці 
,mn kА . Найуживанішими будуть числа: 
         12, 21,
1, 2 1 2 2 1 1, 2 1 2 2 1, , 1,2;
k k k k k k k k k k
j j j j j j j j j j j jс a a c j           
          12, 21,
1, 2 1 2 2 1 1, 2 1 2 2 1, , 1,2;
k k k k k k k k k k
j j j j j j j j j j j jс a a c j           
Припустимо також виконання умов: 
12, 21,
0, ; 1,2; 1, .
1, 2 1, 22,
k k
с c c j k n
j j j jj k
                                                                 (2.41) 
Оскільки фундаментальну систему розв’язків для рівняння (2.8) утворюють 
функції ( )j
j j
J b rv a   та ( )j
j j
N b rv a  то розв’язок крайової задачі (2.38) – (2.40) будуємо 
за правилами  
( , ); 1( ) ( )( , ) ; 1, 1, 0v a j j j j j
j j j j
J b r b rv a v aV r A B N j n B      .                            (2.42) 
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Система інтерфейсних умов (2.40) і крайова умова на межі 1nr R   для 
визначення (2n+1)-го невідомого 0 , , ( 1, 1)j jА А B j n    дають алґебраїчну систему з 
(2n+1) -го рівняння: 
1 1 2 2 2 2
11 11 12
, ; 1 1 1 1 , ; 2 2 1 2 , ; 2 2 1 2( ) ( ) ( ) 0,v a j v a j v a ju bR A u b R A u b R B    
1 1
1 1 1 1
1 2 1
, ; 1 , ; 1 , ; 2 1 1
2 1 2
, ; 1 , ; 2 1 1 , ; 2 1 1
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0;
1,2; 2, ;
k k k k k k
k k k k k k
k k k
v a j k k k v a j k k k v a j k k k
k k k
v a j k k k v a j k k k v a j k k k
u b R A u b R B u b R A
u b R B u b R A u b R B
j k n
 
   
 
   
  
   
 
                     (2.43) 
1 1 1 1
1,1 1,2
, ;22 1 1 1 , ;22 1 1 1( ) ( ) 0.n n n n
n n
v a n n n v a n n nu b R A u b R B   
 
        
Для того, щоб алґебраїчна система (2.43) мала ненульовий розв’язок, 
необхідно й досить, щоб визначник системи був рівний нулю: 
1 1 1 1 1 1
( ) 1,1 ( ) 1,2 ( )
( , ) , ;22 1 1 ( , ) ;2 , ;22 1 1 ( , ) ;1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.n n n n n n
n n n n n
v v n n v v n n vu b R u b R              
 
           (2.44) 
Тут
, 1, 1 , 1 11 ;11 ;22 1 ;21 , ;12 1
1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( );, ; ; k k k k k k k k
k ki kj ki kj
k k k k v a k k v a k k v a k k v a k k
k k k
b R b R u b R u b R u b R u b Rv a v ij      
      
2 1 1 2 2 2
(1) 1 (1)
( , ) ; , ; , ;1 1 1 2 1 ( , ) ; 1 1 2 1( ) ( , ) ( , );v a m v a v a m v a mbR b R bR b R     
3 2 2 2 3 3 2 2 2 3 3
3
(2) (1) 2 (1) 2
( , ) ; ( , ) ;2 , ; , ;1 2 2 3 2 ( , ) ;1 , ; , ;2 2 2 3 2
(2)
( , ) ; 1 1 2 1 2 2 3 2
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
( , ; , );
v j v v v j v v v j
v j
b R b R b R b R
b R b R b R b R
      

     

    

 
1 1
1 1 1 1
( ) ( )
( , ) ; ( , ) ; 1 1 2 1 2 2 3 2 1
( 1) ( 1)
( , ) ;2 , ; , ;1 1 ( , ) ;1 , ; , ;2 1
( ) ( , ; , ;...; , )
( ) ( , ) ( ) ( , ); 2, ;
1,2;( ) 123... ;(
k k
k k k k k k k k k k
k k
v j v j k k k k
k k k k
v v v j k k k k v v v j k k k k
b R b R b R b R b R b R
b R b R b R b R k n
j k k
 
     
  
   
 
   

 
 
 
    
  1 1 2 2, ) { , ; , ;...; , }.k k kv v v v   
    
Функція  
   ,
n
v   як комбінація цілих аналітичних стосовно   функцій є 
цілою аналітичною функцією параметра  . Тому трансцендентне рівняння (2.44) 
має злічену множину коренів, які не мають скінченої точки згущення. 
Виявляється, що множина  j  коренів рівняння (2.44) утворює дискретний 
спектр. 
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Теорема 2.2.1 (про дискретний спектр). Корені j  трансцендентного 
рівняння (2.44) утворюють дискретний спектр: дійсні, прості, симетричні 
відносно точки 0   й складають монотонно зростаючу послідовність з єдиною 
граничною точкою    . 
Доведення: Доведення проводиться за логічною схемою доведення т. 1.2.1 
[97, 131]. 
Позначимо , , ..., , ...1 2 j    додатні корені характеристичного рівняння (2.44) в 
порядку їх зростання. Тоді кожному власному числу j  диференціального 
оператора  ,v   відповідає нетривіальний розв’язок алґебраїчної системи (2.43). 
Підставимо в системи (2.439) j   й відкинемо останнє рівняння як лінійно 
залежне. При  
1/ 2
1 2 2
i
b D kij j j

  ,  1, 1i n   рівняння, що залишилися, 
утворюють алґебраїчну систему: 
     11 12 11 ;, ; 2 2 1 2 , ; 2 2 1 2 , ; 1 1 1 1
2 2 2 2 1 1
u b R A u b R B u b R A
v j j v j j v j j     
1 2
, ; 1 , ; 1
k ku b R A u b R B
v j kj k k v j kj k k
k k k k
 
       
   
                                                   (2.45) 
1 2 0;
, ; 2 1, 1 , ; 2 1, 1
1 1 1 1
k ku b R A u b R B
v j k j k k v j k j k k
k k k k
 
                 
 
1,2 1,2; .i k   
При виконанні рівностей (2.41) визначник алґебраїчної системи (2.45) є 
відмінним від нуля:  
 
   
1 1 1
21,
, 2 1 2
1 1 1,
2
0
k k k
n n
n kk
jv
k k k k j
c
R b
  

    
                                                          (2.46) 
Поклавши  
   1 ,
n
jv
A

  , з алґебраїчної системи (2.45) знаходимо рекурентні 
співвідношення: 
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 
 
,
, ; , ;12 1,
1 1 1
,
1
,
, ; , ; 22 1,1 1 1
k
A b R b R
k v v kj k k j k
k k k k
A
k k k
B b R b R
k v v kj k k j kk k k k k
 
  
 

 


  
  
 
 
 
 
 
 
 
,
, ; , ;11 1,
1 1 1
.
1
,
, ; , ;21 1,1 1 1
kA b R b R
k v v kj k k j k
k k k k
B
k k kB b R b R
k v v kj k k j kk k k k k
 
  
         
            
                              
У результаті підстановки одержаних рекурентних співвідношень для 
визначення , , ;0 2, 1A A B ii i n   у формули (2.42) одержуємо компоненти власної 
вектор – функції  
           
1
, ,, 1 , ;1
n
V r r R R r V rv j jk k v kk
  

     
 
спектральної задачі (2.38) – (2.40), які відповідають власному числу  j : 
     
     , ,,,, ;1 11 1
n
V r J rvvj jv j
      
            
1
, [ ,, ;1 , ;21
n km
V r J b rvj jv v kjkm k km k
    

  

 
 
     1 , 2,,, ;1
k
N b r k nvjv kjk k k
  

                                                                (2.47) 
     
     , ,, ; 1 , ;2 1,1 1 1
n
V r J b rvj jv n v n jn n n
    
 
   
 
 
     .,, ;1 1,1 1 1
n
N b rvjv n jn n n
  

  
 
Покладемо для 1,k n  
1 1
1
2 1 2 1
11, 11, 1 11,
12 1 2 1
21, 21, 1 21, 1
...1 ... 1
, .
... ...
k n
k n
k k n k n
k n
k k k n k n n
c c c R R
s s
D c c c R R D
 
 
 

 

 
 
   
Визначимо вагову функцію 
   
1
2 1
1
1
k
n
r k k
k
r R R r r





      
та функцію  
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       
           
       
   
2 12 2
, {[, ; 1111, , ;21
][ ]
22 11 22, ;1 , ;2 , ;1
11, 22,
[ ]
21,22 21,2211, , ; 1 , ; 1
11, 22,
[
21,22 21,22, ; 1
n kkG c a R a Z Rsv n j jk k k k v k kk
k k k
a Z R a Z R a Z Rs sjv k k v k k v k k
k k
c c V R c V Rj jk v k k v k k
k k
c V R csv k k

    
    
  


 

  
 
  
 
 
 
    
        
}
, ; 1
2 12 1
1 11 1 1 , ,
22 , ; 1 1 22 , ; 1 11 1 1 1
22 22 22 22
V R sv k k
na R n nn n n V R V Rj jv n n v n nn n n n



    
   




      
      

     (2.48) 
22 21 21 21 21 1 1 1 1 1
11, 22,
21,22 22 12 12 22 21,22 22 12 12 22
0; 0;
0, 0.
k k k k k k k k k k
j j j j j
k k k k k k k k k kc c
         
        
     
     
 
Наявність спектральної функції  
   , , jvV r  , вагової функції   r  та функції  
   , ; ,j sv nG     дає можливість визначити скалярний добуток 
                     
1
, , , ., ; , ;1 0
   

   
R
n
f r q r f r q r G f r q r r dr G sv n v n j       (2.49) 
Означення 2.2.1. система функцій     ,
1
, jv
j
V r




 називається узагальнено – 
ортоґональною, якщо для будь – яких sj   виконується рівність: 
        , , , 0., , 1   V r V r sv vj               (2.50) 
 
Теорема 2.2.2 (про дискретну функцію):  Система власних вектор – 
функцій     ,
1
, jv
j
V r




  утворює дискретну функцію: узагальнено ортоґональна, 
повна й замкнута. 
Доведення: Достатньо довести, що система     ,
1
, jv
j
V r




 узагальнено 
ортоґональна. Для простоти покладемо 
2
0.   
Функції 
   ,, ;V r jv k   та    ,, ;V r sv k   задовольняють відповідно рівняння:  
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     2 , 0, , ;kD B V rv j jv kk k     ,                                                                     
     2 , 0, , ;D B V rv s sk v kk k     .                                                               
Помножимо  перше з рівнянь  на функцію    
2 1
, ;
, ,k sv kr V r


  а друге функцію 
   
2 1
, ;
, ,k jv kr V r


  і віднімемо від першого друге: 
         
               
2 1 2 12 2 , ,
, ; , ;
2 12 , , , ,
, ; , ; , ; , ;
k kr V r r V rs sj jv k v k
d d dka r V r V r V r V rs sj jk v k v k v k v kdr dr dr
 
   
 

   
   
 
 
 
  
 
.           
Помноживши останню рівність на kdr ,  проінтеґрувши по r від 1kr R   до 
kR  та  просумувавши по k від k=n+1, отримаємо: 
         
               
           
1 2 12 2
, ,
, ; , ;1
1
2 12 1
lim , , , ,1 1 , ;1 , ;1 , ;1 , ;1
2 12 1
( , , ,1 1 1 1 1, ; 1 , ; 1 , ; 1
Rn k
k
V r V r r drj s j s kv k v kk Rk
d d
a r V r V r V r V rj s s jv v v vr dr dr
d
n
a R V R V R V rj s sn n n n nv n v n v n
dr
d
V
v
dr

     

       

     
 
 



   


        

 
 
 
           
           
2 12
, ) [ ( , ,1, ; 1 , ; , ;1
2 12 1
, , ) ( ,1 1, ; , ; , ;
n d
k
R a r V r V rj j sn k kn v k v kk dr
d
k
V r V r a r V rs j jk kv k v k v k
dr

     

     

  

   
 
 
 
 
 
   , , , )], ; 1 , ; 1 , ; 1        
d d
V r V r V rs s j r Rv k v k v kdr dr k
                                (2.51) 
Внаслідок тотожності     1 1lim , .... 0, ;10
d v
r V r
vr dr





 позаінтеґральний член 
при 0r   в правій частині (2.51) перетворюється в нуль. 
На межі 1r R Rn   маємо: 
           
 
 
 
 
 
 
         
1 1 1
[ , , ][ ,
22 , ; 1 22 , ; 1 22 , ; 1
1 1 1
, ] [ , , ]
22 , ; 1 22 , ; 1 22 , ; 1
1 1 1 1 1 1
[ , , ]
22 , ; 1 22 , ; 1 22 22 22 22
       
       
        
    
  
     
  
         
 
n n n
V R V R V R sj jv n v n v n
n n n
V R V R V Rs s sv n v n v n
n n n n n n
V R V Rj jv n v n
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               [ , , , , ], ; 1 , ; 1 , ; 1 , ; 1           V R V R V R V Rs sj jv n v n v n v n .            (2.52) 
  Із тотожної рівності      
       
1 1
, , 0
22 , ; 1 22 , ; 1
    
   
 
n n
V R V Rj jv n v n
 
випливає, що 
 
       
       
1 1
, ,
22 , ; 1 22 , ; 1
2 1 1
, , .
22 , ; 1 22 , ; 1
    
     
   
 
  
 
 
 
n n
V R V Rj jv n v n
n n
V R V Rj j jv n v n
                
тому ліва частина рівності (2.52) рівна: 
           
 
 
 
 
 
 
         
1 1 1
[ , , ][ ,
22 , ; 1 22 , ; 1 22 , ; 1
1 1 1
, ] [ , , ]
22 , ; 1 22 , ; 1 22 , ; 1
1 1 2 2
[ , , ]
22 , ; 1 22 , ; 1
       
       
      
    
  
     
  
     
 
n n n
V R V R V R sj jv n v n v n
n n n
V R V R V Rs s sv n v n v n
n n
V R V R sj j jv n v n
 
       
 
 
 
 
1 1
, ,
22 , ; 1 22 , ; 1
1 1
, , .
22 , ; 1 22 , ; 1
    
    
   
 
  
 
 
 
 
 
n n
V R V Rj jv n v n
n n
V R V Rs sv n v n
              (2.53) 
Порівнюючи праві частини (2.52) і (2.53), одержуємо: 
               
       
, , , ,
, ; 1 , ; 1 , ; 1 , ; 1
2 2
1 1
, ,
22 , ; 1 22 , ; 11 1 1 1
22 22 22 22
      
 
    
   
  
   

    
    

 
 
V R V R V R V Rs sj jv n v n v n v n
sj n n
V R V Rj jv n v nn n n n
 
 
 
 1 1, , .22 , ; 1 22 , ; 1    
  
 
 
 
n n
V R V Rs sv n v n
              (2.54) 
Із інтерфейсних умов на r R k  
        , 1, 2.1 1 2 2, ; , ; , ; 1 , ; 1
k k k k
V V V V jj j j jv k v k v k v k
      
                         
знаходимо співвідношення 
           
1 11, 12,
, , , ,11,12 11,12, ; , ; 1 , ; 1
11,
k k
V R c V R c V Rj j jk k kv k v k v k
c k
    
   
 
 
 
           
1 21, 22,
, , ,11,12 11,12, ; , ; 1 , ; 1
11,
k k
V R c V R c V Rj j jk k kv k v k v k
c k
    
    
 
 
.(2.55) 
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Ми врахували, що внаслідок рівностей (2.41) визначник системи (2.55) 
 12, 21, 2 0.11 21 21 21 11,12 11,1211, 12,k k k k k kc c c ck k           
Числа 
,
11,12 ,
ij kc які беруть участь в формулах (2.44), відповідно рівні: 
11, 12,
, ;11,12 11 22 21 12 11,12 11 22 21 12
k k k k k k k k k k
c c              
21, 22,
, .11,12 11 22 21 12 11,12 11 22 21 12
k k k k k k k k k k
c c                                                  
Внаслідок рівностей  (2.55) маємо: 
               
           
           
, , , ,
, ; , ; , ; , ;
1 11, 21, 11, 21,
{ ,
11,12 11,12 11,12 11,12 , ; 12
11,
12, 22, 12, 22,
,
11,12 11,12 11,12 11,12 , ; 1
V R V R V R V Rs sj jv k k v k k v k k v k k
k k k k
c c c c V Rs s sj j v k k
c
k
k k k k
c c c c V R Vs sj j jv k k
      
    
    
  
 

 

 
 
 
     
               
               
,
, ; 1
11, 22, 21, 12,
, ,
11,12 11,12 11,12 11,12 , ; 1 , ; 1
11, 22, 21, 12,
, , }
11,12 11,12 11,12 11,12 , ; 1 , ; 1
R sv k k
k k k k
c c c c V R V Rs s s sj jv k k v k k
k k k k
c c c c V R V Rs s sj j jv k k v k k

      
      


  
 
 
 
 
 
 
 
   
На основі рівностей  
         
         
         
2 2
,
11 11 11 11 11
2 2
,
21 21 21 21 22
2 2
,
21 11 11 21 1211,
k k k k k
s s sj j j
k k k k k
s s sj j j
k k k k k
c as s sj j jk
          
          
         
   
   
   
 
; ; ,12 12,1 12,2 12,1 11 21 21 11 12,2 11 21 11 21
k k k k k k k k k k k k k
a a a a a                  
встановлюємо: 
               
                 
 
 
           
       
, , , ,
, ; , ; , ; , ;
2 2 2
{
11 11 22, ;2 , ;2 , ;1 , ;1
12 , ;2 , ;1 , ;2 , ;1 11,
11,
[ , ,
21,22 , ; 1 , ; 1
V R V R V R V Rs sj jv k k v k k v k k v k k
k k
c a Z Z a Z Zs s sj j jv k v k v k v k
k
a Z Z Z Z cs sj jv k v k v k v k k
k
c V R V Rs jv k k v k k
      
        
      
  
  

    
   

 
         
                
               
22,
, ,
21,22 , ; 1 , ; 1
12,
, , , , }
21,22 , ; 1 , ; 1 , ; 1 , ; 1
, , , ,
11, 21, , ; 1 , ; 1 , ; 1 , ; 1
k
c V R V Rs jv k k v k k
k
c V R V R V R V Rs sj jv k k v k k v k k v k k
c c V R V R V R V Rs sj jk k v k k v k k v k k v k k
  
      
      

 
 

   
   
  
   
 
 
   (2.56) 
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Оскільки внаслідок рівностей (2.41) випливає, що) 
 
2
0, 0
12 11 22 12,1 12,2 11 22 11, 12, 11,
k k k k k k k
a a a a a a a c c c
k k k
          
 
2
12, 11, 22, 12, 21, 11, 22,
0 0,
21,22 21,22 21,22 21,22 21,22 21,22 21,22 21, 22, 21,
k k k k k k k
c c c c c c c c c c
k k k
  
          
то вираз в фігурних дужках (2.56) набуває того вигляду, в якому він стоїть у 
формулі (2.48). Підставимо (2.54) і  (2.56) в (2.51). Оскільки  
2 1 2 121,2 2 1 0,
1 1
11,
c
kk kR a a R
k k k k k kc
k
 
 
 
 
 
 
то після скорочення на  2 2 0j s    одержуємо: 
           
2 11
, , ,, ;, ; , ;1
1
R
n k
kV r V r r dr Gs sv nj jv k v k kk R
k

     

  


.                       (2.57) 
Якщо врахувати, що 
       
                
2 11
, ,
, ; , ;1
1
, , ( ) , , , ,, , , ,
0
R
n k
kV r V r r drsjv k v k kk R
k
R
V r V r r dr V r V rs sv v v vj j

   
       

 


 
 
то рівність (2.57) показує: для 
j s           , , 0., , 1V r V r sv vj     
Остання рівність означає, що система     ,, 1V rv j j


 узагальнено 
ортоґональна. При j s   отримуємо квадрат норми власної вектор – функції: 
           
       
2 2
, , ,, , , ;
1
2
, ( ) , ., , ;
0
V r V r Gv v v nj j j j
R V r r dr Gv v nj j j
     
    
  
   
 
                                         (2.58) 
Наявність дискретної функції     ,, 1V rv j j


дозволяє ставити питання про 
розвинення вектор – функції  g r  в ряд Фур’є за цією системою. 
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Теорема 2.2.3 (типу теореми Стеклова): Якщо вектор – функція 
   (3) ,nq r C I  задовольняє крайові умови (2.39) та системі інтерфейсних умов  
(2.40), то вона зображається абсолютно й рівномірно збіжним на кожній 
компактній множині 
n nI I
  рядом Фур’є: 
     
   
   
,1 ,
( ) , ( ) ., 21 0
,,
1
R V rn v j
g r q V dv j
j
V rv j

     

 
  

                        (2.59) 
Доведення: Доведення теореми проводиться за логічною схемою т. 1.2.3 
згідно підходів поданих в працях [97, 131]. 
Ряд Фур’є (2.59) визначає пряме  , ;v n  і обернене  
1
, ;v n
 ґібридне скінчене 
інтеґральне перетворення типу Ганкеля 1 – го роду з спектральним параметром 
для обчислення n-складового неоднорідного циліндричного середовища: 
 
       
 
   
1
( ) ( ) , ( ), ; ,
0
2 11
, ,
, ;1
1
R
n
q r q r V r r drv n v j
R
n k
kq r V r r dr qj jk v k kk R
k
  

 

 

  


                                               (2.60) 
 
 
   
   
,,1
( )., ; 21
,,
1
V rv j
g g g rv n j j
j
V rv j




 

 
 
                                                    (2.61) 
Застосування запровадженого формулами (2.60), (2.61) скінченого 
інтеґрального перетворення для розв’язування відповідних задач математичного 
моделювання масопереносу базується на основній тотожності інтеґрального 
перетворення ґібридного диференціального оператора Бесселя  ,vB  . 
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Теорема 3.2.4 (про основну тотожність). Якщо вектор – функція 
     3 ,nq r C I  задовольняє крайові умови 
            
 
11
lim , , 01 1, ;1 , ;10
1 1
22 22 1 1
r g r V r g r V rj jv vr
dn n
g r r Rn n
dr

  
  

 

 
  
 
 
 
;              (2.62) 
та  системі інтерфейсних умов 
    ;1 1 2 2 1
d dk k k k
g r g r
r Rj j j j nk jkdr dr k
       
    
        
1, 2; 1, .j k n             (2.63) 
то справджується основна тотожність інтеґрального перетворення 
диференціального оператора  , :vB   
         
 
       
 
1 2 12 2
( ) ( ) ,, ; , , ;
1
1
2 1
1
1 11 1 , ,
22 , ; 1 1 22 , ; 1 11 1 1 1
22 22 22 22
2 11 2
[
1211, , ; 11
Rk m
mB g r g k g r V r r drm m mv n v v mj j j
m R
m
nR n nn n V R V Rj jv n n v n nn n n n
n kkc a R V R
k k k k v k kk

    


    
   

  
 
   




     
      

   
 
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Доведення:  Із системи інтерфейсних умов одержуємо базову тотожність 
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    
    
      (2.65) 
 Проінтеґруємо два рази частинами: 
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 Безпосередньо маємо: 
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  
 
                       (2.68) 
Якщо в (2.66) підставити (2.67), (2.68), (2.65) і скористатися структурою k , 
то приходимо до (2.64). 
Логічну схему застосування запровадженого скінченого інтеґрального 
перетворення типу Ганкеля 1 – го роду  із спектральним параметром покажемо на 
прикладах побудови точних аналітичних розв’язків математичних моделей 
масопереносу з врахуванням  швидкостей зміни ґрадієнтів концентрацій на краю і 
масообмінних поверхнях  , 1, .jr R j n   
Задача квазістатики: Побудувати обмежений в області 
    
1
1 0 1
1
, : (0; ), , ; 0,
n
n n m m n
m
D t r t r i R R R R R


 

          
розв’язок системи В – параболічних рівнянь масопереносу для обмеженого 
осесиметричного n–складового неоднорідного (по координаті r) середовища . 
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t
 
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
                                                  (2.69) 
за початковими умовами 
 0 1 0( , ) ( ), , ; 1, 1, 0m t m m mu t r g r r R R m n R                                                       (2.70) 
крайовими умовами 
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 
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
 
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                                                    (2.71) 
та системою  n–інтерфейсних умов 
    1 2 1( , ) ( , ) ( ); 1,2; 1, .k
k k
j k j k r R jkL u t r L u t r t j k n                                    (2.72) 
Розв'язання: Припустимо, що  2 2 2 2 21 2 1 1max ; ;.... ; .n n       Покладемо 
2 2 2
1 0, 1, 1.m mk m n       Якщо ввести до розгляду функції 
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( , ) ( , ); ,
n n
m m m m m m
m m
f t r r R R r f t r r R R r 
 
 
 
            
то система (2.69) й початкові умови (2.70) набувають вигляду задачі Коші: 
 
2
0,
[ ] ( , ); ( )tv
u
u B u f t r u g r
t

 

   

.                                                     (2.73) 
Застосуємо до задачі (2.73) інтеґральний оператор  , ;v n  за правилом (2.60). 
Внаслідок тотожності (2.64) одержуємо задачу Коші для звичайного 
диференціального рівняння 1 – го порядку 
 2 21 0( ) ( ), ( ) .j j j j t j
d
u t F t u t g
dt
  
 
   
 
                                                                    (2.74) 
Тут   
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Безпосередньо перевіряється, що розв’язком задачі Коші (2.74) є функція 
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У результаті застосування до функції ( ),ju t  визначеної формулою (2.71), 
оператора  
1
, ;v n
  за правилом (2.52) одержуємо функції  
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      
(2)
2 2, ;
( , ) ] , 1, 1k kv jk t r d i n                                                           (2.76) 
які повністю описують єдиний розв'язок крайової задачі масопереносу (2.69) – 
(2.72). 
Тут  головні розв'язки даної параболічної  крайової задачі:   
а) матриця функції впливу , породжених неоднорідністю системи і 
початкових умов: 
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 , 1, 1j k n                 
б)  вектор функції Ґріна, породжені впливом  масообміну на крайовій 
поверхні 1 ;nr R R   
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в) матриці функцій  Ґріна  впливу системи n-інтерфейсних умов:   
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Динамічна модель: Побудувати обмежений в області nD
  розв'язок системи 
В–гіперболічних рівнянь масопереносу для обмеженого циліндричного  
n–складового кусково-однорідного середовища  
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   1,m mr R R                                             (2.77) 
за початковими умовами 
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крайовими умовами 
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та інтерфейсними умовами масообміну 
    1 2 1( , ) ( , ) ( ); 1,2; 1, .k
k k
j k j k r R jku t r u t r t j k n                                            (2.80) 
У результаті застосування до задачі (2.77)-(2.80) інтеґрального оператора 
 , ;v nH    (2..60)  та внаслідок тотожності (2.64) одержуємо задачу Коші: 
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                                 (2.81) 
Розв’язком задачі Коші (2.81) є функція 
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У результаті застосування до функції ( )ju t , визначеної формулою (2.82) 
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які повністю визначають єдиний розв'язок гіперболічної задачі  масопереносу 
(2.77) – (2.80). 
Тут  головні розв'язки  гіперболічної задачі крайової задачі: 
а) матриця функції впливу, породжених  неоднорідністю системи  та 
початкових умов 
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б) вектор функцій Ґріна  впливу масообміну на на межі 1nr R R    
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РОЗДІЛ 3.  
ОСНОВИ МЕТОДОЛОГІЇ МОДЕЛЮВАННЯ ДИФУЗІЙНОГО 
ПЕРЕНЕСЕННЯ В БАГАТОШАРОВИХ НАНОПЛІВКАХ 
 
У цьому розділі розроблено математичні моделі переносу для середовищ, 
описаних в попередньому розділі та побудовано їх розв’язки. Результати 
опубліковані в роботах [4, 72, 129-132] та апробовані на конференціях [6, 71, 133, 
134, 139–141]. Властивості багатокомпонентних середовищ різної конфігурації 
буде визначати перенос вздовж товщини, який в свою чергу визначається 
багатокомпонентною структурою. Зокрема, розглянуто постановки крайових 
задач математичних моделей багатоскладового перенесення та викладено 
алгоритмічні схеми побудови їх розв’язку на основі застосування інтегральних 
перетворень Фур’є, Фур’є-Бесселя,  Конторовича-Лебедєва. 
 
 
3.1. Структура багатошарових магнітних середовищ. 
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Багатошарові (багатоскладові) магнітні середовища є результат досліджень 
та розробок сучасної нанотехнологій і представляють собою композитні 
утворення тонких та дуже тонких шарів (наношарів або плівок), утворені з різних 
речовин, що мають різні фізико-хімічними властивості.  Використовуючи різні 
нанотехнології нанесення тонких покрить, зокрема такого як високотемпературне 
стаціонарне електромагнітне напилення, можна отримати багатошарові 
мультикомпозитні наносередовища різної конфігурації (плоскі багатошарові 
пластини, багатошарові циліндри, сферичні та напівсферичні композити, конічні 
багакомпозитні голки тощо). Кожен із тонких шарів таких композитів володіє 
різними властивостями, врахування яких в сукупності приводить до різних нових 
фізичних ефектів (велика намагнічуваність, дифузійні ефекти тощо), як було 
підтверджено аналізом наноекспериментів, проведених в п 1.1. Важливими для 
практичних застосувань є багатошарові мультикомпозити, побудовані з 
почерговим нарощуванням шарів з двох різних матеріалів, що мають зовсім 
протилежні фізичні властивості (наприклад, феромагнетик-рідкоземельний 
метал). Саме такого типу і послідовності чергувань двох, іноді і більше тонких 
шарів в таких наномультикомпозитах і приводить до виявлення означених вище 
фізичних ефектів [200-204]. 
Інтенсивність прояву цих ефектів, можливість їх технологічного 
застосування в значній мірі визначається особливістю конструкції таких 
нанокомпозитів, зокрема кількістю шарів, товщиною та концентрацією 
дифундованої речовини, що перенесена в результаті дифузії із двох сусідніх 
шарів. При конструюванні таких нанокомпозитів важливу роль відіграє 
визначення оптимальних співвідношень між розмірами шарів з урахуванням 
впливу залишкових ефектів взаємодифузії, що виникають на межах контактів між 
цими шарами, спричинюючи в цілому багатоінтерфейсну взаємодію між усіма 
елементами (шарами) такої системи та взаємопроникнення атомів (молекул) в 
суміжні шари. Визначення оптимальних співвідношень взаємопроникнень 
дифундованих речовин у суміжні шари є також визначальним чинником 
конструювання  мультикомпозитів з наперед заданими властивостями. 
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Узагальнивши проаналізовані результати експериментальних та 
теоретичних досліджень по створенню мультинанокомпозитів, що володіють 
новими фізичними ефектами з метою визначення можливих шляхів їх 
практичного застосування та технологій промислового виготовлення, оцінки їх 
технологічних та конструктивних параметрів, нами запропоновані деякі 
конструктивні схеми опису таких наномультикомпозитів. Дані конструктивні 
схеми надалі будуть розглядатися нами як математичні області для визначення 
моделей, що будуть описувати перенос в різних мультикомпозитах. (Фактор 
необмеженості та обмеженості середовищ враховує специфіку їх застосування для 
апарату створення математичних моделей переносу, їх дослідження та побудови 
розв'язку) 
Декартові плоскі (одновимірні) n-складові середовища нами розглядаються 
у вигляді конструктивних схем, які подані на рис. 3.1-1.27.  
На рис 3.1 зображено обмежене декартове плоске середовище 
1
1
: ( , );0
1 0 1
n
i
I z z l l l l
n i i n
, що складається з n шарів  ii ll ,1 , 
кожен з яких характеризується коефіцієнтом дифузії iD  та концентрацією іС .  
 
 
Рис.3.1. Декартове обмежене n-складове середовище 
 
З метою подальшого вивчення симетричних середовищ розглянемо 
частковий випадок, коли 0 0l  (див. рис.3.2.) 
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Рис.3.2. Декартове обмежене симетричне n-складове середовище 
 
Розглядаються також різні види необмежених середовищ, тобто таких, в 
яких товщина останнього шару значно перевищує товщини інших шарів. Зокрема, 
на рис.3.3.-3.5. зображені відповідно напівобмежене 
(
1
1 0 1
1
: ( , ); 0
n
n i i n
i
I z z l l l l ), необмежене 
(
1
1 0 1
1
: ( , ); ;
n
n i i n
i
I z z l l l l  та  напівобмежене симетричне 
середовище (
1
1 0 1
1
: ( , ); 0
n
n i i n
i
I z z l l l l ). 
 
 
Рис.3.3. Декартове напівобмежене n-складове середовище 
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Рис.3.4. Декартове необмежене n-складове середовище 
 
 
Рис.3.5. Декартове напівобмежене симетричне  n-складове середовище 
 
Оскільки технологічне використання нанокомпозитів визначає їх різні 
конструктивні схеми, то ми також будемо розглядати циліндричні 
наносередовища. 
Обмежене суцільне циліндричне середовище 
1
1 0 1
1
: ( , ); 0
n
s
n j j n
j
Z r r R R R R  складається з n внутрішностей циліндричних 
труб, з радіусами перерізів  jj RRr ,1 , кожна з яких виготовлена з певного 
матеріалу, що характеризується коефіцієнтом дифузії iD  та концентрацією іС . 
Конструктивна схема даного середовища зображена на рис.3.6. 
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Рис.3.6. Циліндричне обмежене суцільне  n-складове середовище 
 
Аналогічно введемо до розгляду обмежене циліндричне середовище з 
порожниною 
1
1 0 1
1
: ( , ); 0
n
o
n j j n
j
Z r r R R R R , конструктивна схема 
якого зображена на рис.3.7. 
 
Рис.3.7. Циліндричне обмежене з порожниною n-складове середовище 
При розгляді необмежених циліндричних середовищ будемо мати на увазі, 
що товщина останньої циліндричної труби значно перевищує товщини інших 
шарів. Зокрема, конструктивна схема необмеженого суцільного циліндричного 
середовища 
1
1 0 1
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Z r r R R R R  зображена на рис.3.8., необмежене 
циліндричного середовища з порожниною 
1
1 0 1
1
: ( , ); 0
n
o
n j j n
j
Z r r R R R R  – на рис. 3.9.  
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Рис.3.8. Циліндричне необмежене суцільне n-складове середовище 
 
-  
 
Рис.3.9. Циліндричне необмежене з порожниною n-складове середовище 
 
Розглянуті конструктивні схеми надалі розглядатимуться як математичні 
області для визначення моделей переносу досліджуваних структур 
нанокомпозитів. 
 
 
3.2. Двовимірні моделі для прогнозування процесів дифузійного 
перенесення в обмежених багатоскладових магнітних середовищах з 
використанням інтегрального перетворення Фур’є 
 
Розглянемо схематизацію перенесення в області nІ  (рис 3.1. та 3.2), що 
описує багатокомпозитне середовище зі встановленими n рівномірними шарами  
Згідно  такої схематизації, для кожного j-го інтерфейсу jlz  , nj ,1   у 
сформованому мультикомпозиті відбувається взаємодифузія компонент між 
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двома сусідніми шарами середовища. Механізми такого взаємопереносу 
визначаються наявністю змінних градієнтів та швидкостей зміни концентрацій на 
інтерфейсних межах між шарами. Моделювати механізми такого додаткового 
взаємопереносу поряд із основними рівняннями переносу можна шляхом 
врахування в крайових та інтерфейсних умовах зміни в часі концентрацій та їх 
градієнтів. Таким чином нам необхідно побудувати обмежений в області 
  , , : 0; (0, ),n nD t x z t x R z I    розв’язок системи диференціальних рівнянь з 
частинними похідними 2-го порядку параболічного типу, що описує дифузійний 
перенос (молекулярний транспорт) в обмеженому (n+1)-складовому 
неоднорідному середовищі з нестаціонарними режимами масообміну на 
масообмінних поверхнях (лініях) , 0,jz l j n   
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u t x z g t x
z
u t x z g t x
z
 
 

 


 
   
 
   
 ,        (3.3) 
інтерфейсних умов 
   1 1 1 2 2 1, , , , 0; 1,2; 1,
m
m m m m
j j m j j m
z l
u t x z u t x z j m n
z z
    

      
              
      (3.4) 
та крайових умов по змінній x 
   
     
00
, , ,
, , , , 0, , 1, 1
m
m
m x
m Rx R
u t x z u t z
u t x z u t z x R m n



   
.        (3.5) 
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 Тут 
RD – коефіцієнт дифузії по координаті х, mD  – коефіцієнти дифузії по 
координаті z для кожного з n шарів середовища. Умови (3.3)-(3.4) тут подані в 
загальному вигляді і через вибір необхідних коефіцієнтів , , , 1,2m mjs js j s    
уточнюються для кожної конкретної постановки моделі. Також  є можливість 
враховувати і вплив просторово розподілених джерел маси  ,mf t z . 
До задачі (3.1) - (3.5) застосуємо послідовно інтегральні перетворення: 
а) інтегральне перетворення sin-Фур’є  на сегменті (0,R) по змінній х, 
визначене [74, 115 ] : 
- інтегральним оператором прямої дії  
     
0
, , , , sin ,
h
i m m mi
i
F u t x z u t x z x dx u t z
R
 
     
 
 ,     (3.6) 
- інтегральним оператором зворотної дії  
     1
1
2
, , sin , ,i mi mi m
i
i
F u t z u t z x u t x z
R R


 
     
 
 ;     (3.7) 
- основною тотожністю інтегрального перетворення Фур’є для 
диференціального оператора Лапласа  
  22
02
, ,
( , ) ( , ) ( 1) ( , )
m m
m i
i mi R
u t x z i i
F u t z u t z u t z
x R R
    
             
     
б) по змінній z скінченне інтеґральне перетворення Фур’є для обмеженого 
неоднорідного n+1 – складового середовища з урахуванням змінних градієнтів  в 
крайових та інтерфейсних умовах має вигляд [74, 98]: 
- інтегральний оператор прямої дії  
   
1
1
1
, ( , ) ( )
m
m
ln
n m m m k m k
m l
F u t z u z V z dz u t 



         ,     (3.8) 
- інтегральний оператор зворотної дії  
   1 2
1
( , )
( ) ( ) ,
( , )
m k
n k k m
k k
V z
F u t u t u t z
V z





  .       (3.9) 
 - основна тотожність інтегрального перетворення  
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     
0
2 1 1
1 1 1 1 01 1
22 11
, , ,nn n m k k n n k l k lnF L u t z u D V l g D V l g
 
  
 

 
            
,         (3.10) 
де компоненти jV  спектральної вектор-функції ( , )kV z   визначені таким чином: 
 21, 1, 1,2 1,1( , ) ( )cos ( )sin
n
m k i i k m k mk m n mk
i m
V z c q q z q z      

 
  
 
 , nm ,1 ;                                                
1 2 1, 1 1,( , ) ( )cos ( )sinn k n k n k n k n kV z q z q z        ; 
01 02
01 11 1 0 02 11 1 0( ) ( ); ( ) ( )k kv b l v b l     ; 
1,2 1 1 1,1 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
m m
mi k m k i m m m m m k i m m m mq l q l q l q l            ; 
1 11 22 1 21 12 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
m mj mi mj mi
ji m m m m m m m m m m m mq l q l v q l v q l v q l v q l     ; 
 
 
1
2
( ) ( )cos sin cos ,
( ) ( )sin cos sin ; , 1,2, , 1
m
m
m m m m m
ij s m ij ij s ij s s m ij s m
z l
m m m m m
ij s m ij ij s ij s s m ij s m
z l
d
v q l q z q q l q l
dz
d
v q l q z q q l q l i j s m m
dz
   
   


    
       
     
,kmk
m
q
D

   1, 1m n  ,   2 1 1 2
m m m m
im i i i iс      ,  , 1,2i m ,  
 , 0,k k   - власні числа, що є коренями трансцендентного рівняння: 
1,1 1,2
2 22 1 1 22 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
n n
n n n n nv q l v q l     
 
    , 
 
1
1
22
1
( , ) ( , )
m
m
ln
k m k m
m l
V z V z dz  



  – квадрат норми, 
11,
21,
1 n i
m
i mm i
c
D c


  , 1,m n , 1
1
1
n
nD
 

 – компоненти спектральної густини. 
В результаті застосування інтегральних операторів (3.6), (3.8) до задачі(3.1)-
(3.5) одержимо задачу Коші,  
     
2
2
ki R k ki ki
d i
u t D u t
dt R

 
  
        
                                             (3.11) 
 
0ki kit
u t g

                                                                                            
розв’язком якої є функція     [74, 100] 
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 
 
 
2 2
2 2
0
R k R m
i i
tD t D t
R R
ki ki kiu t e g e d
 
  
 
      
                      ,           (3.12)           
 
де    1 2( ) ( )ki kiki ki kit g t t f t    , 
1 0( ) ( ) ( 1) ( )ki k kR
i
t u t u t
R

      , 
   
0
1 1
2 1 1 1 1 01 1
22 11
( ) , ( ) , ( )
ki i i
n
n n k l k ln
t D V l g t D V l g t
 
 
 

 
   , 
   
1 1
1 1
, ,
ki ki
n n
ki m ki m
m m
g g f t f t
 
 
        
1 1
1 1
,
ki ki
n n
ki m ki m
m m
f t f t g g z
 
 
   . 
 
Повертаючись до оригіналів, з послідовним застосуванням інтегральних 
операторів зворотної дії, визначеними формулами (3.7), (3.9), отримаємо 
розв’язок  задачі (3.1) [74, 98] 
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   
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         
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
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   
 
           (3.13) 
 У цій формулі визначені функції впливу, які описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу крайових умов  по просторовій змінній z 
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 
 ,      (3.15) 
- функції впливу крайових умов  по просторовій змінній х 
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- функція впливу початкових умов та неоднорідностей системи 
 
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 
   
    
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 

.      
   (3.17)  
   
3.3 Застосування інтегрального перетворення  Фур’є функцій, заданих в 
напівобмежених просторах, для моделювання процесів дифузійного 
перенесення в багатошарових магнітних наноплівках 
 
Проаналізуємо конструктивну схему (рис 3.3), що розглядається як 
математична область для визначення моделей багатокомпозитного середовища зі 
встановленими n рівномірними шарами та n+1-им шаром, товщина якого набагато 
перевищує попередні. Згідно  такої схематизації, для кожного j-го інтерфейсу 
jlz  , nj ,1   у сформованому мультикомпозиті відбувається взаємодифузія 
компонент між двома сусідніми шарами середовища. В результаті математична 
модель для такої системи переносу описана у вигляді наступної змішаної крайової 
задачі: побудувати обмежений в області , : 0,n nD t z t I  розв'язок  
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системи диференціальних рівнянь переносу параболічного типу для 
напівобмеженого n–складового неоднорідного середовища при нестаціонарності 
масообміну на межах масообміну , 0,jz l j n . 
     
   
2 2
12 2
, , , , , ,
, , , , 1, 1k k kh k k k k
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D D f t z z l l k n
t x z

  
     
  
    
            (3.18) 
за початкових умов 
     1 10, , , , , , , 1, 1k k k k ntu t x z g x z z l l l k n       ,                      (3.19) 
крайових умов по змінній z 
   
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 ,                (3.20) 
інтерфейсних умов по змінній z 
   1 1 1 2 2 1, , , , 0; 1,2; 1,
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              
         (3.21) 
крайових умов по змінній x 
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
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
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
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.     (3.22) 
До описаної задачі застосуємо послідовно інтегральні перетворення: 
а) інтегральне перетворення cos-Фур’є на сегменті (0,h) по змінній х, 
визначене [74, 97 ] :  
- інтегральним оператором прямої дії  
     
0
, , , , cos ,
h
i k k ki
i
F u t x z u t x z x dx u t z
h
 
     
 
 ,      (3.23) 
- інтегральним оператором зворотної дії  
     1
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1, 01
, , cos , , ;
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i ki i ki k i
i
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
 
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 ,   (3.24)  
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- основною тотожністю інтегрального перетворення Фур’є для 
диференціального оператора Лапласа  
  22 1
2
, ,
( , ) ( 1) ( , )
k
k i
i ki h
u t x z i i
F u t z u t z
x h h
           
   
;     
 
б) по змінній z  інтеґральне перетворення Фур’є для n-складового 
напівобмеженого середовища має вигляд [74, 97]: 
- інтегральний оператор прямої дії  
     
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- інтегральний оператор зворотної дії          (3.26) 
     1,
0
2
( ) ( ) ( , ) , ,n nF u t u t V z dt u t z 



          
компонентами якого є  
 
 
 
1
0
21
, 0
1
0
2
... ( , )
2
... ( , )
... ,
...
2
... ( , )
n
n
n
n n
V z d
V z d
F
V z d
  

  

  







 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  



 
 - основна тотожність інтегрального перетворення  
     
0
2 1
, 1 1 00
11
, ,n n k l
D
F L u t z u t V l g  


         
.       
Тут компоненти ( , )jV z   спектральної вектор-функції ( , )V z   визначені таким 
чином [ 74, 77, 97] 
 21, 1 1,2 1,1( , ) ( )cos ( )sin
n
k i i m k k k
i k
V z c q q z q z      

 
  
 
 , nm ,1 ;                                                
1 2 1 1 1( , ) ( )cos ( )sinn n n n nV z q z q z        ; 
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01 02
01 11 1 0 02 11 1 0( ) ( ); ( ) ( )v q l v q l     ; 
1,2 1 1 1,1 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
k k
ki k i k k k k k i k k k kq l q l q l q l            ; 
1 11 22 1 21 12 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
k kj ki kj ki
ji k k k k k k k k k k k kq l q l v q l v q l v q l v q l     ; 
 
 
1
2
( ) ( )cos sin cos ,
( ) ( )sin cos sin ; , 1,2, , 1 ,
k
k
k k k k k
ij s k ij ij s ij s s k ij s k
z l
k k k k k
ij s k ij ij s ij s s k ij s k
z l
d
v q l q z q q l q l
dz
d
v q l q z q q l q l i j s k k
dz
   
   


    
       
     
,k
k
q
D

 1, 1k n  , 2 1 1 2 , , 1, 2
m m m m
im i i i iс i m      .                                 
Спектральна густина [74, 77 ] 
1
2 2
,1 ,2
( )
( ) ( )
n
n
n n
D

   
 

                                                          (3.27) 
Компоненти вагової функції визначаються формулами  [77, 97]                           
1,1
1
2 2, 1
1 1 1
, 1, 1; ;
n
ni
k n n
i n ni kk n
cc
k n
c c DD D
   

     .                            
 
Застосувавши до задачі (3.18-3.22) інтегральні оператори (3.23),(3.25),   
одержуємо задачу Коші   
     
2
2,i R i i
d i
u t D u t t
dt R

 
  
       
,                                             (3.28) 
 
0i it
u t g

                                                                                           
розв’язком якої є функція     [ 74,5 ] 
 
 
 
 
2 2
2 2
0
,
R R
i i
tD t D t
R R
i i iu t e g e d
 
  
  
      
                      ,          (3.29)  
де        ( )
ii i i
t g t f t   , 
         
1
1
1
( , )
k
i
k
ln
i k k k
k l
g g z V z dz 



  , 
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 
0
1
1 1 01
11
( ) , ( )
i il
t D V l u t



   . 
 
Повертаючись до оригіналів, з послідовним застосуванням інтегральних 
операторів зворотної дії, визначеними формулами (3.24), (3.26), отримаємо 
наступний розв’язок  задачі (3.18)-(3.22) [74,5]. 
 
     
   
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0 0
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,
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,
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, , ; , ; , ,
; ; , , ,
; , ; , ,
; , ; , , ,
k
k
k k k
m
k
k
k
k
t h
k l l
lt n
h h k
k l
lh n
k k k k
k l
lt h n
k k k k
k l
u t x z t x z l u d d
t x h z u d d
t x z g d d
t x z f d d
     
      
      
       









  
  
 
 
 
 
 
  , 1, 1d k n   
    
           (3.30) 
 У цій формулі визначені функції впливу, що описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу, породжені крайовою умовою  в точці 0z l  
   
2
2
0,
1
0 1 1 01
011 0
2
; , ; , , ( , ) ( )cos ,
R
k
i
D t
R
l i k n
i
i
t x z l D e V l V z x d
h h

 
     
 
          

 
    
 
  
           (3.31) 
- функції впливу крайових умов  по координаті х 
 
   
2
2
, 11
1
2
0 0
2
; , ; , ( 1) , ( , ) ( )cos ,
h
k k
i
D t
Ri
h i k k n
i
i i
t x h z e V V z x d
h h

 
      

           

 
    
 

              (3.32) 
- функція впливу початкових умов та неоднорідностей системи 
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     
2
2
1 1,
0 0
1
2
, , ; , , , s
, 1, 1
R
i
D t
R
k k i k k
i
i i
t x z e V z V co cos x d
h h h
k k n

  
       

          

   
    
   
 
                
           (3.33)  
      
 
 
 
      
3.4. Двовимірні моделі процесів дифузійного перенесення в 
багатошарових магнітних середовищах циліндричної конструкції з 
використанням інтеґральних перетворення  типу Фур’є – Бесселя 
 
Дифузійні процеси переносу  в багатошарових  циліндричних середовищах 
напвіобмеженої та обмеженої конструкції зумовлені різними  фізико-хімічних 
характеристиками в окремих шарах, агрегатованими по радіальній чи осьовій 
координаті. 
 
3.4.1. Модель дифузійного перенесення в напівобмежених  
багатошарових (по радіальній координаті r) середовищ 
 Двовимірна математична модель процесів дифузійного перенесення в 
напівобмежених  багатошарових (по радіальній координаті r) циліндричних 
магнітних середовищах (рис. 3.8), полягає в побудові обмеженого в області  
1
1 0 1
1
, , : 0, , ; 0; , (0, )
n
n m m n
m
D t r x t r R R R R x h : 
2 2
2 2
( , , ) 1
( , , )
m
m m
R m h
u t r x u
D u t r x D
t r r r x
    
   
    
,                        (3.34) 
за початкових умов  
 
1 00
, , , , ; 1, 1, 0m m m mt
u t r x q r R R m n R ,     (3.35) 
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крайових умов  
 
 
 1
1
0
, ,
, , 0, 0n r
r
u t r x
u t r x
r r




 
 
,                        (3.36) 
 
інтерфейсних умов (спряження) по змінній r 
   1 1 1 2 2 1, , , , 0; 1,2; 1,
m
m m m m
j j m j j m
r R
u t r x u t r x j m n
z z
    

      
              
         (3.37) 
 
крайових умов по змінній x: 
0 0
m
x
u
x




, 
mm x h h
u u      (3.38) 
 
 
До описаної задачі застосуємо послідовно інтегральні перетворення: 
а) інтегральне перетворення cos-Фур’є  на сегменті (0,h) по змінній х, 
визначене  формулами   (3.23)-(3.24)  [74, 97];   
б) по змінній r  інтеґральне перетворення Фур’є-Бесселя  для n-складового 
напівобмеженого середовища має вигляд [74, 104]: 
 
- інтегральний оператор прямої дії  
         0
0
,n q r q r V r r dr q  

      ,                                                     (3.39) 
компоненти якого мають вигляд 
     
   
1 2
1 2
1
1
0 1 0 2
0
0 0 1
1
... [ ... , ... , ...
... ... , ... , ]
n
n n
n
R R
n
R
R
n n
Rn R
V r rdr V r rdr
V r rdr V r rdr
   
   





  
 
,                                       (3.40) 
- інтегральний оператор зворотної дії 
          1 0
0
, ,n q q V r v d q r     


       ,                                    (3.41) 
 компоненти якого мають вигляд 
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 
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   
1
2
1
0 0
0
0 01
0
0 0
0
... ,
... ,
... .
...................................................
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  
  
  






 
 
 
 
 
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 
 
 
 
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


                                                    (3.42) 
 
Основна тотожність інтеґрального перетворення ґібридного 
диференціального оператора n [75]: 
   20 0 1, 0,n nB q r q R R            .                       (3.43) 
Тут компоненти  0 ( , )V r  спектральної вектор-функції 0 ( , )V r   визначені таким 
чином [75, 100] 
 21, 1 1,2 1,1( , ) ( )cos ( )sin
n
m i i m m m m
i m
V z c q q z q z      

 
  
 
 , nm ,1 ;                                                
1 2 1 1 1( , ) ( )cos ( )sinn n n n nV z q z q z        ; 
     
10 0, 0 1
, nV r J b r   ;  
j
j
R
b
D

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           
1 1 10 0 02 0 01 0
1
,
j i j j
n
j j
j j
i j
V r J b r N b r      
 
         
 , 2,k n                                              
         
1 10 02 0 1 01 0 1
,
n n
n n
n nV r J b r N b r         ;        
   
1
2
0 0
1 1
1
2
n i
n n
i
i i
i i
c
Rb
   
  
   
1,2 1 1 1,1 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
m m
mi m i m m m m m i m m m mb R b R b R b R            ; 
1
1 1 1 1 2 2( ) ( , ), 1,2i i b R b R i   
1 11 22 1 21 12 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
m mj mi mj mi
ji m m m m m m m m m m m mb R b R v b R v b R v b R v b R     ; 
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 
   
1
0
2
0
( ) ( ) ,
( ) ( ) , 1,2, , 1
m
m
m m m
ij s m ij ij s
r R
m m m
ij s m ij ij s
r R
d
v b R J b r
dr
d
v b R J b r i j s m m
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 
 


 
    
 ,    
1, 1m n  , 2 1 1 2 , , 1,2
j j j j
ij i i i iс i j      .    
Спектральна густина описується рівністю [74, 96] 
 
   
1 2
1
0 2 2
0
0 0
n
n
b

   
 
      
. 
Вагова функція має вигляд 
       11 1
1
n
k k k n n
k
r r r R R r r r R   

        , 
компоненти її описуються відповідними формулами: 
1
1 1 1
1
2 2
1 1 1
, 1, 1; ;
nm n
n
j j n
m n n
j j n Rj mR R
c R c
k n
c R c DD D
  




     .                         (3.44) 
 
В результаті застосування (3.23)-(3.39) до задачі (3.34)-(3.38) одержуємо 
задачу Коші: 
     
2
2,i h i i
d i
u t D u t t
dt R

 
  
        
,                                            (3.45) 
 
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
                                                                                           
Розв’язком задачі Коші (3.45) є функція [ ] 
 
 
 
2 2
2 2
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h h
i i
tD t D t
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i i iu t e g e d
 
  
  
      
                      ,          (3.46)  
де    i i it g f t  ,  
1
1
0
1
( , )
m
i m
m
Rn
i m m
m R
g g r V r dr 



  . 
 
Повертаючись до оригіналів, з послідовним застосуванням інтегральних 
операторів зворотної дії, визначеними формулами (3.25), (3.40), отримаємо 
наступний розв’язок  задачі (3.23)-(3.39) [74,5]. 
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 У цій формулі визначені функції впливу, що описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу крайової умови  по координаті х (при x=h) 
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- функція впливу початкових умов та неоднорідностей системи: 
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3.4.2. Модель дифузійного перенесення в напівобмежених  
багатошарових (по радіальній координаті r) середовищах з порожниною 
Розглянемо схематизацію масоперенесення в області 0nZ  (рис 3.9), що 
описує багатошарове циліндричне необмежене n-складове неоднорідне 
середовище з симетричною порожниною зі встановленими n рівномірними 
шарами та n+1-им шаром, товщина якого набагато перевищує попередні. 
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Математична модель для такої системи переносу буде описана у вигляді 
наступної крайової задачі: побудувати обмежений в області  
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за початкових умов  
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інтерфейсних умов (спряження) по змінній r 
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крайових умов по змінній x: 
0 0
m
x
u
x




, 
mm x h h
u u      (3.53) 
 
Методика побудови гібридного інтеґрального перетворення типу Вебера 
для необмежених неоднорідних циліндричних середовищ із симетричною 
порожниною з урахуванням градієнтів і швидкостей зміни параметрів переносу 
розглянуто  в праці [76]. За алгоритмічною схемою, поданою в п 3.4.1, отримаємо 
наступний розв’язок  задачі (3.50)-(3.53) [74,5]. 
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 У цій формулі визначені функції впливу, що описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу крайової умови  по координаті r (при r=R0) 
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- функції впливу крайової умови  по координаті х (при x=h): 
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- функція впливу початкових умов та неоднорідностей системи: 
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де структура   0 ,iV r    визначена [75, 100] і має структуру, подібну до 3.29 
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3.4.3. Двовимірні моделі для прогнозування процесів дифузійного 
перенесення в  багатоскладових   середовищах з використанням 
інтегрального перетворення Бесселя і Фур’є 
Постановка задачі: побудувати обмежений в області 
  , , : 0; (0, ),n nD t r z t r R z I    розв’язок системи диференціальних рівнянь з 
частинними похідними 2-го порядку параболічного типу, що описує дифузійний 
перенос (молекулярний транспорт) в обмеженому (n+1)-складовому 
неоднорідному середовищі  
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за початкових умов 
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крайових умов по змінній z 
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інтерфейсних умов 
   1 1 1 2 2 1, , , , 0; 1,2; 1,
m
m m m m
j j m j j m
z l
u t r z u t r z j m n
z z
    

      
              
.       
 Тут RD – коефіцієнт дифузії по координаті х, mD  – коефіцієнти дифузії по 
координаті z для кожного з n шарів середовища. Умови тут подані в загальному 
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вигляді і через вибір необхідних коефіцієнтів , , , 1,2m mjs js j s    уточнюються для 
кожної конкретної постановки моделі. Також  є можливість враховувати і вплив 
просторово розподілених джерел маси  ,mf t z . 
До задачі (3.55) застосуємо послідовно інтегральні перетворення: 
а) інтегральне перетворення Бесселя (Ганкеля)   на сегменті (r0, R) по 
радіальній r:  
- інтегральний оператор прямої дії   
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-інтегральний оператор зворотної дії  
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де квадрат норми є 
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    -основна тотожність інтегрального перетворення 
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Тут 0 ( , )jV r  , , 0,j j    - власні функції і власні числа інтегрального перетворення, 
де  
0j


 - монотонно зростаюча послідовність коренів трансцендентного рівняння 
[67,  74, 115] 
         0 1 0 0 1 0 0N R J r J R N r     .       
Тут    0 0,J r N r   є функції Бесселя  1-го  та 2-го роду порядку . 
  
б) інтегральне перетворення Фур’є для обмеженого неоднорідного n+1 – 
складового середовища  по змінній z , визначеного в п. 3.2 [74, 98].  
В результаті застосування  відповідних інтегральних операторів (3.56),(3.8) 
до задачі(3.55) одержимо задачу Коші  
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розв’язком якої є функція     [74, 100] 
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Повертаючись до оригіналів, з послідовним застосуванням інтегральних 
операторів зворотної дії, визначеними формулами (3.58), (3.9), отримаємо 
розв’язок  задачі (3.1) [74, 98] 
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 У цій формулі визначені функції впливу, які описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу крайових умов  по просторовій змінній z: 
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- функції впливу крайових умов  по радіальній змінній r: 
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- функція впливу початкових умов та неоднорідностей системи: 
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3.5. Моделювання процесів дифузійного переносу в тонких нанокомпозитах із 
використанням інтеґрального перетворення типу Конторовича-Лебедєва 
 
Враховуючи складні механізми масопереносу та взаємодії мікрошарів в 
різних мультикомпозитних середовищах, виходячи із аналізу концентраційних 
полів, отриманих експериментальним шляхом для різних технологічних 
застосувань (магнітні наноплівки, оксидні багатошарові середовища а інші), нами 
виконано певні узагальнення підходів, викладених в п 3.2.-3.5. 
З метою отримання аналітичних описів концентраційних полів для кожної із 
дифундованих компонент на кожному з досліджуваних мікрошарів, залежних від 
часу, а також з врахуванням зміни коефіцієнтів дифузії на кожному з мікрошарів 
(що підтверджено багаточисельними експериментальними даними) 
запропоновано для побудови таких моделей переносу та отримання їх 
аналітичних розв’язків інтегральні перетворення Конторовича-Лебедєва 
[71,72,130-135]. Останні, виходячи з їх властивостей, більш гнучкіше описують 
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залежності концентрацій та внутрішніх параметрів кінетики по кожному шарі 
мультикомпозитів, як функцій від геометричної координати.  
 
3.5.1. Моделі процесів дифузійного перенесення в однорідних обмежених 
середовищах з використанням інтеґрального перетворення  типу 
Конторовича-Лебедєва 
Побудуємо обмежений в області       },0;,,:0:,{ 1010  RRRRrtrtD  
розв’язок диференціального рівняння дифузії 
   rtfuBa
dt
du
,2   ,        (3.58) 
  ),0(,012,12 222
2
2
2   r
dr
d
r
dr
d
r    (3.59) 
 
за нульовою початковою умовою і крайовими умовами 
 
 tgrtu
tr
Rr 0
0
11
0
11
0
11
0
11 0
),()( 










  ,     (3.60) 
 tgrtu
tr
Rr 1
1
11
1
11
1
11
1
11 1
),()( 










  .   
Застосувавши до задачі дифузії (3.58-3.60) оператор nH , внаслідок основної 
тотожності (3.16) одержуємо задачу Коші: 
 
 
 
 
   








 tgtg
RX
RXsh
atfua
dt
du
n
nn
nnn
n
01
1
11
11;
0
01
11;
2
222
,
,








.            (3.61) 
 
Безпосередньо перевіряється, що розв’язком задачі Коші (3.61) є функція  
    
 
 
   
2 2
01
;11 02
1 02 110
;11 1
,
,
n
t a t nn
n n
n
X Rsh
u e f a g g d
X R
  


 
   
  
    
    
   
     
Тут:  
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         
   
    ;1,0,
~
;,
~~,
,~;,
~~,
;,,,,
22
21
,
1
,


















mrD
dr
d
R
rC
dr
d
R
rKshrDriDrIrC
m
jk
m
jk
m
jkRr
m
jk
m
jkm
m
jk
m
jk
m
jk
m
jkRr
m
jk
m
jkm
m
jk
ii
m
m






 
Застосувавши до функції  tun  оператор 
1
nH  за правилом (3.62), після низки 
елементарних перетворень отримуємо єдиний розв’язок змішаної крайової задачі 
дифузії  
                

t
t R
R
a dgrtWgrtWddfrtHrtu
0
1
1
0
0
0
12 ,,,,,,
1
0
 
     
Тут:  
– функція впливу, породжена неоднорідністю рівняння, 
     
 
 




1
2
,
,
,,,
22
n na
na
na
ta
rV
V
rVertH n


  ;   
– функції впливу крайових умов (функції Гріна) 
-породжена крайовою умовою по межі 0Rr   
   
 
 




1
22
20
,
,
,
22
n na
nanta
rV
rVsh
aertW n






  ;  
-породжена крайовою умовою по межі 
1Rr   
 
   
 
 
 
 




1
2
1
11
11;
0
01
11;
2
21
,
,
,
,
,
22
n na
na
n
nnta
rV
rV
RX
RXsh
aertW n










 ;  
– квадрат норми спектральної функції 
 
 
 
 
ipn
nn
n p
dp
d
R
Rsh
rV




 




exp1
11
11;
0
01
11;
22
2
2
2,
,
,




      
Ряд Фур’є      
 
 
 



1
2
12
,
,
,
1
0
n n
n
R
R
n
rV
rV
dVgrg





  визначає пряме nH  та 
обернене  1пH  скінченне інтегральне перетворення типу Конторовича-Лєбєдєва  
на сегменті [R0, R1]: 
 90 
       

1
0
12,
R
R
nnn gdrrrVrgrgH

  ,      (3.62)  
  
 
 
 


 
1
2
1
,
,
n n
n
nn rg
rV
rV
grgH



 .       
Оскільки       
12  sh  і 
   d
d
d
d
dp
d
22


 , то 
 
   
 



















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d
d
sh
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d
d
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
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







 22
1
2
 
Ввівши позначення    


 
sh
  рівність для обчислення квадрата 
норми власної функції набуває вигляду: 
 
 
 
 











 n
dp
d
R
Rsh
rV
n
n
n
n
n











*
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11
11;
0
01
11;
2
2
,
,
2
,       
Дискретний спектр оператора  утворюють корені n  трансцендентного 
рівняння   0 ,            ,1,,,
12
11,0
02
11,1
12
11,0
01
11, RRRR   
 Власні числа   – дійсні, корені трансцендентного рівняння   0   –   
прості, симетрично розташовані відносно точки 0   та числова послідовність 
 
1nn
  монотонно зростає з єдиною граничною точкою  . 
Обгрунтуванням інтегрального перетворення типу Конторовича-Лебедєва в 
однорідних обмежених середовищах є наступна теорема [133]. 
Теорема (про основну тотожність). Якщо функція     rgxf  неперервна 
на  10 ; RR , а функція  rg задовольняє крайові умови 
 
 
0
1
0 0
11 11 0
1 1
11 11 1
( ) ,
( ) ,
r R
r R
d
g r g
dr
d
g r g
dr
 
 


 
 
         
то справджується основна тотожність інтегрального перетворення 
диференціального оператора Бесселя другого порядку   
     
 
  
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


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nnn
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






.    
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3.5.2. Моделі процесів дифузійного перенесення в двоскладових 
напівобмежених середовищах з використанням інтеґрального перетворення  
типу Конторовича-Лебедєва 
 
Побудуємо обмежений в області )},(),0();,0(:),{( 111 
 RRrtrtD  
розв’язок системи рівнянь переносу 
  2,1),,(,,][ 1
2 


 jRRrrtfua
t
u
jjjjj
j
j
                                      (3.63) 
за початковими умовами  
  2010 ,0,2,1),,(),(),( RRjRRrrgrtu jjjtj                                      
та умовами спряження 
   
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1
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1
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1
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
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
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
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 
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trt
j
Rrjjjjjjjj


(3.64) 
Внаслідок основної тотожності (3.134) одержуємо задачу Коші: 
        gtutFtu
dt
d
t
~,~,,
~
,~
0
2
1
2 







                                                (3.65) 
 Тут: 
                  ;,
~
,
~
1111
1
22;2121
1
12;1    tZtZdtftF    
         
1,11
12
1
12;
1
2
1
2
1
2;
1
1
;2,1,,
~~
c
R
dirV
dr
dZ
Rriii




  . 
Розв’язком задачі Коші (3.65) є функція 
             
t
t
dgFetu
0
~,
~
,~
2
1
2
  ,                                                       (3.66) 
де    – дельта-функція, зосереджена в точці t=0+. 
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Якщо застосувати (за правилом множення матриць) операторну матрицю-
стовбець  
     
      






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
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
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
drV
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H


 до матриці-елемента   ,~ tu , де функція  ,~ tu  
визначена формулою (3.66), то в результаті елементарних перетворень одержимо 
єдиний розв’язок крайової задачі (3.63)-(3.64): 
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               (3.67) 
Тут: 
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
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    
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 Наведений приклад показує, що методом запровадженого інтегрального 
перетворення можна побудувати точний аналітичний розв’язок алгоритмічного 
характеру достатньо широкого класу задач дифузійного масопереносу та інших 
задач математичної фізики неоднорідних середовищ з нестаціонарними режимами 
переносу на границях і межах контакту. Інтегральне зображення 
                 ddVgrVrg 


00
,,  визначає пряме  
                gdrrrVrgrg ~,
0
1;  

                                                             (3.68) 
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і обернене  
 
            rgdrVgg  


0
1 ,~~
1;
                                          (3.69) 
інтегральне перетворення типу Конторовича–Лєбєдєва для двоскладового 
напівобмеженого середовища. 
Обгрунтуванням інтегрального перетворення типу Конторовича-Лебедєва  в 
напівобмежених двоскладових середовищах є наступна теорема. 
Теорема (про основну тотожність). Якщо вектор-функція 
      rgrgrf 21 21 ;)(    неперервна на множині 

1I , а вектор-функція g(r) 
задовольняє умови обмеження 
1 22 1 2 1
1 1 2 2;1 ;1 ;2 ;2
0 0
lim 0, lim 0
r r
r g V g V r g V g V                           
та умови спряження 
    2,1,
~~~~
12
1
2
1
21
1
1
1
1 1


















  jrg
dr
d
rg
dr
d
jRrjjjj  ,                             
то справджується основна тотожність інтегрального перетворення 
диференціального оператора   : 
             
     
           
1
1
2
1
1
1 1
2 12 2
1 1 1;1 ;1
0
2 12
2 2 2;2
2 1
1 1 1 11
12 12 21 22 22 11;2 ;2
11,1
,
,
, , .
R
R
r R r R
g r g k g r V r r dr
k g r V r r dr
R d dV r V r
dr drc

  



 
   
 
       




 
         
 
    
  

   
 
 
3.5.3. Моделі процесів дифузійного перенесення в обмежених двоскладових 
середовищах з використанням інтеґрального перетворення  типу 
Конторовича-Лєбєдєва,  Лежандра ( 1 2KL L ) 
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Побудуємо обмежений в області         }0;,,0,,0:,{ 212111  RRRRRIrtrtD   
розв’язок сепаратної системи рівнянь переносу  
   11
2
11
2
1
1 ,0,0 RruBau
t
u




 
    2112
2
22
2
2
2 ,,0 RRruau
t
u




      (3.70) 
за початковими умовами 
   1 1 10 , 0,tu g r r R   ,      2 2 1 20 , ,tu g r r R R   ,   крайовими 
умовами 
  ,0lim 1
0




ur
rr

  
0
2
2
2
22
2
22
2
22
2
22 



















Rr
u
trt

    
та умовами спряження 
    2,1,0,,
1
2
1
2
1
2
1
2
1
21
1
1
1
1
1
1
1
1 














































jrtu
trt
rtu
trt
Rr
jjjjjjjj 
            (3.128) 
Припустимо, шукана вектор-функція       rturturtu ,;,, 21  є оригіналом за 
Лапласом щодо t [60]. У зображенні за Лапласом задачі (3.70) відповідає крайова 
задача: побудувати обмежений на множині І1 розв’язок системи звичайних 
диференціальних рівнянь 
       
        212*222
11
*
1
2
,
,,,
,0,,
1
RRrrgrpuq
RrrgrpuB



 
       (3.71) 
за крайовими умовами  
2
2 2 *
22 22 2 2
r R
d
u
dr
  

 
  
 
 ,   *1
0
lim 0
r
r u
r



   
       
та умовами спряження 
   
1
1 1 * 1 1 *
1 1 1 2 2 2 1 2 , 1,2j j j j j j
r R
d d
u r u r j
dr dr
     

    
         
    
.  
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Тут: ,k k k k k kjm jm jm jm jm jmð ð         ;  1
* 1 1 1 1
2 1 1 2 1,1j j j j j j
c p c      ; 
         
1
2 2 2 1 2 2
1 1 1 2 2 2, , j j jg r a r g r g r a g r q a p 
       ; Re 0jq  ; 
       
 
   
1,
2 2 2
*1 1
1 1 2 222 2
0
2 1
; , ; , , pt
d d
B q q u p r u t r e dt
dr r dr r
 
  
 

          ; 
   1 1 , 1,2, 1,2jm jm m m jm m mg R g R m j      ; 
   2 22 22 2 2 22 2 2g R g R    . 
Єдиний розв’язок крайової задачі  [73]: 
           
1 2
1 2
1
2 1 2 1* * *
1 2; 1 ; 2
0
( , ) , , , , ; 1,2
R R
j j j
R
u p r p r g d p r g d j 
 
             
   Тут:        xIRUxKRUxR   ,1
12
11;,,1
11
11;,1
*1
11;, 11111
),(  ; 
         1 1 1 1
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          

 
     
 
         1 1 1 1
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
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     
 
                   
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    
    
    
    
  
 
         
         
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m
m d
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m d
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Z chR P chr
Z chR L chr
Ã q Ã q
B q
Ã q Ã q
 
 
 
 
 

 
 
 
   
 


 
 
 
 
 
   
  
   
 
   
   
       
       
     
     
1
1 ,12 12
1 ,12 12
;22 22
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2
, 1 2 , ;21 1
1
, ;11 * 1*
, , 1 2 ;21 1
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1 2 , ;11 1 1 1
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1 2 , ;11 1 1 1
[ , ,
, ,
[ , ,
, , ],0
;
, , ],0
I r chR chR R
p r
p I chR chR R r
chR chR R r R
chR chR R r r R






   
  
    

 

 
  

  
   
  

   
  
   
    
    
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   
   
 
 
   
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 
 
   
21 1
2
,
11 1
2
,
*
,2, 1
;22 2, ;12 *
1
*
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1
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c p I r
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shR p
c p I
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 
 
 
 
 
  

 
 




  

  

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   
   
 
 
         
         
     
     
2 1 2
,
2 1 2
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, ,
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p r
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U R F chR chr R r R
U R F chR ch
 
 
   
   
   

  

  
 

 
 
 

 
  
 
   
 1 2
.
,R r R  
 
Інтегральне зображення  
                 
2
2
, , ,
0 0
, ,
R
g r V r g V d d              

      
визначає пряме   , і обернене  
1
,
   узагальнене гібридне інтегральне 
перетворення типу (Конторовича–Лєбєдєва) 1-го роду – Лежандра 2-го роду: 
             
2
, ,
0
,
R
g r g r V r r dr g
   
                (3.72)  
 
             
,
1 2
, ,
0
,g g V r d g r
 
    
    

       .     (3.73) 
Обгрунтуванням інтеґрального перетворення  типу Конторовича-Лєбєдєва,  
Лежандра у двоскладових середовищах є наступна теорема. [72] 
Теорема (про основну тотожність). Якщо вектор-функція g(r) належить 
області визначення гібридного диференціального оператора   ,M , то 
справджується основна тотожність інтегрального перетворення  гібридного 
диференціального оператора   ,M : 
             
           
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r R
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H M g r g a shR V R g
dr
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     

   
      
   



              
  
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РОЗДІЛ 4.  
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИФУЗІЙНОГО ПЕРЕНЕСЕННЯ В 
БАГАТОШАРОВИХ НАНОПЛІВКАХ РІЗНОЇ КОНФІГУРАЦІЇ 
 
Даний розділ присвячено застосуванню розробленої у попередньому розділі 
методології для математичного моделювання дифузійного переносу в 
багатошарових Fe/Tb, Dy/Fe магнітних та оксидних наноплівках зокрема, 
обґрунтовано розв’язність відповідних задач та отримано їх аналітичний 
розв’язок, що в узагальненому вигляді описує вплив фізичних чинників 
внутрішньої кінетики переносу. Виконано числове моделювання дифузійного 
переносу та проведена перевірка на адекватність моделі за результатами натурних 
експериментів. Результати опубліковані в роботах [4, 5, 6, 44, 72, 113, 136] та 
апробовані на конференціях [95, 137, 138]. 
 
4.1.  Математичне моделювання дифузійного переносу в багатошарових 
Fe/Dy – магнітних наноплівках різної конфігурації 
 
4.1.1. Фізична задача і математична модель процесу дифузії в 
багатошарових системах. 
Даний підрозділ стосується дослідження (Fe/Dy) магнітних багатошарових 
наноплівок, експериментальні концентраційні профілі яких були одержані при 
допомозі томографічно-атомного аналізу (Fe 4нм/Dy 3нм). Припускається, що 
пост-депозиційна дифузія впливає більше на хімічне змішування на інтерфейсах, 
яке є доступним для дослідження за допомогою депозиційних методик, таких як 
термальне випарювання. Профілі коефіцієнтів дифузії для  Fe і Dy одержані 
шляхом розв’язання зворотної задачі переносу. 
Методи інтегральних перетворень Фур’є, Лапласа, Фур’є-Бесселя, Вебера, 
Ганкеля і Гілберта є найбільш вживані для відшукання розв’язків задач переносу 
в однорідних системах. Теорія інтегральних гібридних перетворень і їх 
застосування для моделювання переносу була розвинута М.П.Ленюком та 
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М.Р.Петриком в  [63-79, 99-106]. До структури диференціальних операторів 
Фур’є, Бесселя, Вебера і Ганкеля було додано крайові умови та умови контактні 
для створення єдиних перетворень для необмеженої, напівобмеженої і обмеженої 
неоднорідної системи.  
Розглядається багатошарове (складається з n подвійних шарів Fe/Dy) 
середовище. Як техніка підготовки, так і процес дифузії між суміжними шарами 
приводять до хімічного змішування на межах контакту. Схематизація такого 
середовища представлена на рис.4.1.  
 
Рис.4.1. Схематичний вигляд плоского багатошарового середовища 
 
Припустивши, що процес дифузії атомів Fe і De - головна причина 
змішування системи,  концентраційні профілі для такої багатошарової системи 
можна одержати з рівнянь Фіка, в комбінації з крайовими умовами зовнішніх 
шарів і умовами контакту між послідовними шарами. 
Запропоновано нову математичну модель процесу переносу шляхом дифузії 
в плоскому багатошаровому середовищі. Значення місцевої миттєвої концентрації  
Ck (t, x, z) атомів Fe (або Dy) – визначається при t→∞ як розв’язок наступної 
системи диференціальних рівнянь другого порядку: 
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 (4.1) 
в області 
1
1 0 1
1
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n
n k k n
k
I t ,x ( ,R ),z : z ( l , l );l ;l

 

 
      
 
, 
де Dk - коефіцієнти дифузії елементу, , 1, 1kC k n    Fe (чи Dy) концентрації в k
му 
шарі багатошарового середовища вздовж осі z; x, y, z ─ просторові координати; t 
─ час, , 1, 1kD k n    коефіцієнт дифузії в напрямку осі z; 0D   коефіцієнт дифузії 
в напрямку осі x; 1; 1, 1k k kl l l k n      ─ товщина k-го шару; 1 0nl l l    ─ 
товщина середовища; R – півширина плівки.  
Відповідні початкові умови мають вигляд: 
 
k kk t 0 0 0
C ( t,x,z ) C ( x,z ) C ( z ), k 1,n    . (4.2) 
 
Крайові умови по змінній z: 
0 0
0 0
11 11 1( , , ) ( , )z l l
d
C t x z C t x
dz
  
 
   
 
;    01 




z
n
z
C
. (4.3) 
Інтерфейсні умови між суміжніми шарами вздовж осі z: 
 
k
k k 1 z l
C C 0  
 ; 
 
k
k k k 1
z l
C C 0; k 1,n
z z
 

  
     
 , де 1kk
k
D
D
   . 
Крайові умови по змінній x: 
 0 0
k
x
C
x




,  
 1 , .kk x RC C t z   (4.4) 
Це – класичні умови, оскільки ми вважаємо що досліджена область є пів-
плита, паралельна до (x, z) площини, як зображено на рис.4.16. 
 
Точний аналітичний розв’язок задачі, описаної рівняннями (4.1)-(4.3), 
можна знайти шляхом застосування інтегральних перетворень Фур’є. Такий 
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розв’язок дозволить визначити профілі коефіцієнтів дифузії для  Fe і Dy  з 
експериментальних даних. 
Інтегральне перетворення Фур’є визначається наступними операторами [75, 
72]: 
a) Інтегральне перетворення косинус-Фур’є по змінній x :   
- інтегральний оператор прямої дії: 
     
0 0
, , ( , , ) , ( , , ) cos ,
R R
c k k m k m kmF C t x z C t x z x dx C t x z xdx C t z           ;     (4.5) 
-  інтегральний оператор зворотної дії 
   
 
 
 1 2
0 0
, 2
, , ( , ) cos , ,
,
m
c km km km m k
m m
m
x
F C t z C t z C t z x C t x z
Rx
 

 
 

 
        ;   (4.6) 
 
- основна тотожність інтегрального перетворення Фур’є для диференціального 
оператора Лапласа: 
 
     
2
2
12 2
0
, ( , ) 1 , ,
R
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c k m m km m k
C
F C x dx C t z C t z
x x
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  
         
                    (4.7) 
де  , cosm mx x   , 
2 1
,    0,
2
m
m
m
R
 

    спектральна функція і спектральні 
числа інтегрального перетворення; 
 
b) n-складове інтегральне перетворення Фур’є по змінній z: 
- інтегральний оператор прямої дії: 
 
1
, ( , ) ( , ) ( , ) ( )
k
k
l
n k k k k
l
F C t z C t z V z dz C t 

   ;                                                       (4.8) 
- інтегральний оператор зворотної дії:  
1
, 2
0
2
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) 1,n k kF C t C t V z d C t k n    




        ;                    (4.9) 
- основна тотожність інтегрального перетворення Фур’є для диференціального 
оператора Лапласа: 
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У цих рівностях використовуються наступні позначення: 
( , )kV z  ( 1, 1k n  ) – складові власної функції інтегрального перетворення Фур’є: 
1 11
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D D D D
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Як результат застосування інтегральних операторів (4.5)-(4.9) до задачі 
(4.1)-(4.4), одержимо таку задачу Коші: 
2 2 2
1 0
( , , )
( ) ( , , ) ( , )m m m m m m m
dC t
D C t F t
dt
 
                                             (4.10) 
0 0( , , ) ( )m t mC t C    ,                                                                                 
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Розв’язком задачі Коші, описаної рівняннями (4.33) є функції [75]: 
2 2 2 2 2 2
1 0 1 0( ) ( )( )
0
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( , , ) ( , ) ( )m m
m
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m m m mC t e C e F d
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де     
1 0
1
0
0 1 1 11 1 0( ) ( 1) ( , ) ( , ) ( )
m
m m z l mF t D C t D V l C t    

       . 
Повертаючись до оригіналів, з використанням операторів зворотної дії 
отримаємо розв’язок: 
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Якщо прийняти
0 1 1
0, ,k kl lC C C
 як константи, то розв’язок набуде вигляду: 
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(4.12) 
Тут функції впливу визначені наступними виразами:  
- функція впливу крайової умови для поверхні впливу  z=l0  [75]: 
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- функція впливу крайової умови для поверхні впливу  x=R [74] : 
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- фундаментальна функція (функція Коші – функція впливу початкових 
умов) [74] 
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Перейдемо від крайової задачі (4.1)-(4.4) до крайової стаціонарної задачі з 
метою побудови в області 
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обмеженого розв’язку системи диференціальних рівнянь другого порядку: 
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з початковими умовами по змінній z: 
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з початковими умовами по змінній  x: 
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 Головним розв’язком цієї крайової задачі є: 
- функція впливу крайової умови для поверхні впливу  z=l0 [74]:  : 
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- функція впливу крайової умови для поверхні впливу  x=R [74]:  
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4.1.2.Перевірка моделі  на адекватність даним фізичного експерименту з 
використанням методів зворотніх задач 
 
Фізичний експеримент проводився за допомогою томографічно-атомного 
зондування – TAP (Tomographic Atom Probe). Базовий принцип застосування 
такого виду досліджень полягає в використанні іонізації і випарювання атомів з 
поверхні при допомозі електричного поля: імпульс високої напруги, що 
прикладається до наконечника, випаровує атоми з поверхні, які в подальшому 
збираються на детекторі, який здійснює аналіз досліджуваної області. 
Досліджуваний зразок виготовляється  у формі гострого наконечника з радіусом 
заокруглення близько 20-50 нм з метою забезпечення дуже високого значення 
електричного поля на поверхні зразка при прикладанні напруги в декілька 
кіловольт. Поверхневі атоми контрольовано випарюються полем, шляхом 
періодично повторюваних (з частотою ~1 КГц) імпульсів високої напруги на 
додаток до постійної напруги (рис.4.2).  
Час біжучого спектрометру дозволяє зробити хімічне ототожнення 
випаруваних атомів з поверхні наконечника. Протягом процесу дослідження, з 
наконечника шар за шаром випарюються атоми і іонами, які збираються на  
двосторонньому детекторі, що проводить аналіз досліджуваної області (15нм x 
15нм). 
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Рис. 4.2.  Принцип дії томографічно-атомного зондування 
 
Система TAP, що розроблена в лабораторії Руанського уныверситету [200],  
дозволяє проводити всебічне просторове дослідження поверхні зразка з точністю 
більше, ніж половина мілімікрона, при глибині близьке до 0.1нм. Така висока 
роздільна здатність робить ТАР могутньою технікою для дослідження металевих 
шарів товщиною в декілька мілімікронів, як для матеріалів хімічної природи, так і 
особливостей атомної будови, як наприклад товщину шару або дифузії. 
ТАР дослідження проводилися в умовах, близьких до вакууму (9.10-10mbar) 
і температура наконечника була близько 70К для запобігання проблем при 
випаровуванні атомів електричним полем. Немагнітний вольфрамовий 
наконечник використовувався як основа для TAP-аналізу багатошарового 
середовища (Dy/Fe). Такі наконечники були виготовлені при допомозі 
двоступінчатого процесу. На першому етапі, вольфрамовий дріт товщиною 0.1 мм 
електрополяризувався при допомозі водяного розчину NaOH для того, щоб 
отримати наконечник з радіусом кривизни близько 10 нм. На наступному етапі, 
робилося зображення W наконечника при допомозі іонно-польового мікроскопа 
(Field Ion Microscopy) з використанням гелію, як газу для одержання зображень. 
Випарювання вольфрамового наконечника проводиться до тих пір, поки поверхня 
не стала чистою і півсферичною, і поки радіус кривизни  не наблизиться до 40 нм.  
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Багатошаровість отримана при допомозі процесу випаровування чистих Fe і 
Dy елементів з W-наконечника. Зміщення зроблене під високим вакуумом  з 
фоновим тиском 8.10-10 mbar і тиском під час процесу випаровування нижче ніж 
5.10-8 mbar Величина зміщення приблизно рівна 0.01 нм товщина контролювалася 
при допомозі кварцового монітора неподалік від основи. Температура основи – 
кімнатна. 
В результаті серії TAP-експериментів, що були проведені на (Fe/Dy) 
багатошарових середовищах для шарів різної товщини, одержаний аналіз 
багатошарового середовища (Fe 4нм/Dy 3нм) пр и кімнатній температурі. 
Наскільки відомо, диспрозій раніше не досліджувався при допомозі атомного 
зондування, а тербій єдиний елемент RE, що вже випаровувався при допомозі 
електричного поля [186]. В тривимірній реконструкції досліджуваний простір 
такого багатошарового середовища представлений на рис.4.18., який показує 
положення Dy, Fe, і W атомів. Кожна точка представляє атом. 
 
 
Рис.4.3. ЗD реконструкція (Dy 3nm/ Fe 4nm) багатошарового зміщення на W-
основі. a) атоми Fe ; b) атоми Dy і W. 
 
В результаті експериментів були отримані експериментальні 
концентраційні профілі, які зображені на рис. 4.4. [186] Тут можна спостерігати, 
що граничний простір між двома сусідніми шарами містить суміш атомів Fe і Dy, 
що вказує на важливість інтердифузії між шарами. Можна зробити оцінку, що 
ширина поверхні розділу близько 1.7  0.4 nm. Більше того, поверхні розділу для 
Fe/Dy and Dy/Fe виглядають симетричними, на відміну від попередніх 
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результатів, одержаних при іншому dc-напилені багатошаровості [186, 187]. 
Ймовірно, що такі результати одержані завдяки використанню теплової методики 
випаровування,  яка значно менше енергетично затратна, ніж напилення.  
 
 
Рис.4.4.  Експериментальні концентраційні профілі 
 
Використовуючи отриманий аналітичний розв’язок моделі (4.12) і 
експериментальні профілі концентрації для Fe (Рис 4.4.) Дейнекою В.С. та 
Петриком М.Р. була розв’язана зворотна задача по визначенню ефективних 
коефіцієнтів для Fe, як функції від глибини в  шарі. Результати обчислень 
профілів ефективних коефіцієнтів дифузії подані на рис. 4.5 
 
 
Рис. 4.5. Обчислений профіль коефіцієнтів дифузії для Fe  
  
 
Як можна бачити з рис. 4.5, коефіцієнти дифузії для Fe є повністю 
незалежними від глибини, і їх значення близьке до 0.65 нм2/с. 
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3.1.3. Моделювання та аналіз модельних і експериментальних профілів 
концентрацій 
Модельні концентраційні профілі одержані з профілю коефіцієнтів дифузії з 
використанням аналітичного розв’язку. Модельний профіль концентрації поданий 
на рис.4.6. разом з експериментальним профілем концентрації. 
 
 
Рис.4.6. Модельні і експериментальні концентрації Fe як функції глибини в шарі 
середовища 
Як видно з рис.4.6, профіль одержаний шляхом моделювання дуже добре 
узгоджується з відповідним експериментальним профілем. Максимальне 
відхилення не перевищує 2-3% 
Немає змоги говорити про якусь обґрунтованість розрахункового значення 
коефіцієнта дифузії Fe в Dy при кімнатній температурі, оскільки немає посилань 
на якісь експериментальні роботи по дослідженню рідкоземельних елементів.  
Проте, приймаючи, що коефіцієнт дифузії для Fe зростає разом з масою 
матричного елементу (Dy), можна очікувати, що коефіцієнт дифузії для Fe в Dy 
повинен бути більший ніж для Au і менший ніж для U. Фактично, числові 
значення для експериментально отриманих коефіцієнтів дифузії Fe, взяті з 
довідника, складають 4.10-36 м2.с-1 в Au і 5.10-17 м2.с-1 в U, при кімнатній 
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температурі. Оскільки значення, одержане за даною моделлю для Dy матриці 
близькі до 6.10-19 м2.с-1, то ми можем стверджувати, що дана модель дає 
прийнятний опис хімічного змішування на границях розділу. 
 
 
Рис.4.7 – Обрахований профіль коефіцієнтів дифузії для Dy 
 
Рис. 4.8 – Модельний і експериментальний профілі концентрації для Dy як 
функції від глибини шару середовища 
В такому випадку (використовуючи рівняння (4.12) і експериментальний 
концентраційний профіль) був визначений ефективний коефіцієнт дифузії для Dy. 
На рис.4.7. наведено профіль значень ефективних коефіцієнтів дифузії для Dy в 
залежності від глибини шару. Як видно з рисунку, значення коефіцієнту дифузії 
Dy є майже постійним на усій глибині зразка, і його значення близьке до 0.6 нм2/с. 
Обчислений профіль концентрації для Dy, одержаний на основі профілю 
коефіцієнтів дифузії, представлений на рис. 4.8. разом з експериментальним 
профілем. Знову ж таки, експериментальні і модельні профілі досить добре 
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узгоджуються між собою, що дає змогу говорити про достовірність математичної 
моделі.  
Важливо відмітити, що значення одержані для обох коефіцієнтів дифузії є 
практично однаковими, що є результатом поверхневої симетрії. Отож, можна 
вважати, що профілі коефіцієнтів дифузії для Fe i Dy одержані з даної 
математичної моделі є чисельно коректними. З рис 4.6, 4.8 видно що на глибині 
до 4 nm і від 10 до 12 nm спостерігається мінімальна концентрація заліза (до 20%) 
та максимальна  концентрація диспрозію (80-95%), а на глибині 14-20 nm – заліза 
65-85%, диспрозію 15-35%., тобто встановлено суттєву відмінність концентрацій 
заліза і диспрозію  на різній глибині середовища за рахунок різної інтенсивності 
їх дифузії в шарах.   
Отриманий розв’язок математичної моделі дозволяє також будувати 
концентраційні розподіли для дифундованих компонент для різного шасу 
формування наноплівки. 
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Рис.4.9. Динаміка залежності концентраційних розподілів вздовж 
координати товщини мультишару та  приведеного часу 
 
Рис. 4.9. відображає динаміку зміни концентрацій від приведеного часу 
(реальний час помножений на коефіцієнт дифузії DyD t  ). Як видно з рис.9., при 
20   уже практично спостерігаємо збіжність до крайової умови, де заданий 
експериментальний  концентраційний розподіл. При наближенні до нуля 
спостерігаємо повільне зменшення концентраційного розподілу. 
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4.2. Математичне моделювання концентраційних розподілів Fe/Tb - 
магнітних багатоскладових середовищ. 
 
4.2.1. Фізико-математичний опис проблеми та алгоритмізація  
аналітичного розв’язку 
Дослідження процесів дифузійного переносу в неоднорідних середовищах на 
сьогоднішній день вимагає розвитку нових якісних методів моделювання, що 
дозволяють описувати складні механізми системи  інтерфейсних взаємодій між 
усіма складовими переносу та нестаціонарних режимів переносу на масообмінних 
поверхнях.  
В [76, 155, 166] розглянуті задачі переносу для неоднорідних середовищ з 
урахуванням системи механізмів інтерфейсних взаємодій та нестаціонарних 
режимів переносу на масообмінних поверхнях. В ряді досліджень дифузійного 
переносу отримані концентраційні залежності, що мають складний неоднорідний 
характер (рис.4.10) і для побудови математичного опису концентраційних 
розподілів та параметрів внутрішньої кінетики (коефіцієнтів дифузії) потребують 
використання спеціалізованого комплексу диференціальних гібридних 
операторів.  
 
Рис. 4.10 - Профілі Fe - Tb концентрацій в багатошаровому дифузійному 
середовищі вздовж товщини зразка (Дані Лабораторії фізики матеріалів 
Руанського Університету, (Франція ) 
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Постановка задачі. Розглянемо процес переносу в обмеженому 
неоднорідному n- інтерфейсному циліндричному середовищі з різними фізико-
хімічними характеристиками і дифузійними властивостями на кожному шарі.  
Математична модель такого процесу описується у вигляді крайової задачі про 
побудову обмеженого в області  
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розв’язку системи рівнянь переносу для обмеженого циліндричного n-складового 
неоднорідного (по координаті r) середовища  
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та крайових умов по змінній x  
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До описаної задачі застосуємо послідовно інтегральні перетворення: 
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а) інтегральне перетворення cos-Фур’є  на сегменті (0,L) по змінній х, 
визначене  формулами   (2.23)-(2.24) [74, 97 ];   
б) по змінній r  інтеґральне перетворення Ганкеля 1- го роду  для n-
складового обмеженого середовища, визначене  формулами [74, 97]: 
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компоненти якого мають вигляд 
     
   
1 2
1 2
1
1
1
0, 0 1 0 2
0
0 0 1
1
... [ ... , ... , ...
... ... , ... , ]
n n
n n
n
R R
n j j
R
R R
j n j n
Rn R
V r rdr V r rdr
V r rdr V r rdr
   
   

 

  
 
,                                                
- інтегральний оператор  зворотної  дії 
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 компоненти якого мають вигляд 
 
 
 
 
 
 
 
1
1
2
2
1
1
0
2
1
0
0
21
1
0
0
2
1
0
,
...
,
,
...
... .,
............................
,
...
,
n
n
j
j
j
j
jn j
j
j
j
V r
V r
V r
V r
V r
V r















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



                                                   
 
 
та основну тотожність інтегрального перетворення диференціального оператора 
Бесселя 0B : 
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d
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d
v b R N b r i p s m m
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 


 
    
, 
де 11 12 11 12 21 22 11 120, 0, 1, 1, 1, , 0, 0
m m m m m m m m                 
Компоненти вагової функції мають вигляд 
 115 
1
1
1
1 1 1
, 1, 1; ;
nm n
n
i
m n n
i Ri mR R
R
k n
R DD D
  



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Квадрат норми власної  функції визначається формулою 
   0
1 2
,0
1 1
2
,
Rn m
V r rdrj mmj
m Rm
V r  

    
 
 .                        
В результаті застосування (2.23), (4.18) до задачі (4.13)-(4.17) одержуємо 
задачу Коші: 
     
2
2, ,ij j L j ij j ij
d i
u t D u t t
dt R

  
  
        
,                                     (4.20) 
 
0ij ijt
u t g

                                                                                           
Розв’язком задачі Коші (4.20 ) є функція [74, 112] 
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Повертаючись до оригіналів, з послідовним застосуванням інтегральних 
операторів зворотної дії, визначеними формулами (2.24), (4.19), отримаємо 
наступний розв’язок  задачі (4.13)-(4.17) [74,5]. 
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 У цій формулі визначені функції впливу, що описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу крайової умови  по радіальній координаті r (при r=R): 
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- функції впливу крайової умови  по координаті х (при x=L): 
 
 
 
2
2
1
, 1
0 01
22
0 1
0
, ( , )
; , ; , ( 1) cos
( , )
L j
m m
m n
i
D t
R j ji
h i
i j
j
V V ri i
t r x L e x
L LV r

    
 


  
         
 
 
   
 
  
 
- функція впливу початкових умов : 
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4.2.2. Моделювання та аналіз модельних та експериментальних профілів 
концентрацій 
 
На рисунках 4.2 та 4.3. подані профілі розподілів коефіціентів дифузії для 
Fe та Tb, відповідно, в багатошаровому Fe/Tb – середовищі як результат 
розв’язання зворотньої задачі (виконаного Дейнекою В.С. та Петриком М.Р.) на 
основі аналітичного розв’язку математичної моделі (див. п. 4.1.1.) та 
експериментальних даних.  
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Рис. 4.11. Профіль коефіцієнту дифузії Fe, [nm2/s] 
 
Рис. 4.12. Профіль коефіцієнту дифузіїї для Tb, [nm2/s] 
 
З використанням спеціально розробленого Java-програмного забезпечення 
була реалізована математична модель, опис якої поданий в п. 4.2.1. Отримано 
графічний розв’язок прямої задачі дифузійного переносу в багатошаровому Fe/Tb-
середовищі. 
 
 Рис. 4.13.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 
(швидкість напилення 0.00237 nm/s) 
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Рисунок 4.14.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для 
Fe (швидкість напилення 0.00137 nm/s) 
Проведемо аналіз концентраційних полів (по компоненті Fe). На рис. 4.13 – 
4.18 подано порівняльну картину модельних і експериментальних профілів 
розподілів концентрації для Fe для різних швидкостей напилення[nm/s]. Як видно 
з наведених рисунків, модельні профілі досить добре узгоджуються з 
експериментальними даними. При швидкості напилення0.00237 nm/s (рис.4.13) та 
0.0039 nm/s (рис.4.15) спостерігаємо практично повне співпадання модельного та 
експериментально профілів концентрації.  
 
Рисунок 4.15.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 
(швидкість напилення 0.0039 nm/s) 
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Рисунок 4.16.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 
(швидкість напилення 0.00537 nm/s) 
 
Для швидкостей 0.00137 nm/s (рис.4.5) та 0.0539 nm/s (рис.4.16) 
спостерігаємо досить добре узгодження, відхилення модельного профілю від 
експериментального не перевищує 2%. Для швидкостей 0.00837 nm/s (рис.4.17) та 
0.0137 nm/s (рис.4.18.) видно деякі відхилення модельного профілю від 
експериментального, проте похибка знаходиться в межах 5-10%. 
 
Рисунок 4.17.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 
(швидкість напилення 0.00837 nm/s) 
 
Rk 
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Рисунок 4.18.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 
(швидкість напилення 0.0137 nm/s) 
 
За допомогою комп’ютерного моделювання отримано графічний розв’язок 
прямої задачі дифузійного переносу в багатошаровому Fe/Tb-середовищі щодо 
концентраційних полів (по компоненті Fe). Зокрема на наступних рисунках 
подано модельні і експериментальні профілі розподілів концентрації Tb для 
різних швидкостей напилення[nm/s].  
 
 
Рисунок. 4.19.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb ( 
швидкість напилення 0.00237 nm/s ) 
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Рисунок 4.20.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb ( 
швидкість напилення 0.00137 nm/s ) 
 
Як видно з рисунків 4.19-4.24, модельні профілі досить добре узгоджуються з 
експериментальними даними. При швидкості напилення 0.00237 nm/s (рис.4.19) 
та 0.0039 nm/s (рис.4.21) спостерігаємо практично повне співпадання модельного 
та експериментально профілів концентрації 
 
 
Рисунок 4.21.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb ( 
швидкість напилення 0.00337 nm/s ) 
 122 
 
Рисунок 4.22.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb  ( 
швидкість напилення 0.00537 nm/s ) 
 
Для швидкостей 0.00137 nm/s (рис.4.20) та 0.0539 nm/s (рис.4.22) 
спостерігаємо досить добре узгодження, відхилення модельного профілю від 
експериментального не перевищує 2%. 
 
 
Рисунок 4.13.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 
(швидкість напилення 0.00837 nm/s ) 
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Рисунок 4.24.  Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 
(швидкість напилення 0.0137 nm/s ) 
 
Для швидкостей 0.00837 nm/s (рис.14) та 0.0137 nm/s (рис.4.24) видно деякі 
відхилення модельного профілю від експериментального, проте похибка 
знаходиться в межах 5-9%. 
 
 
4.3 Математичне моделювання дифузійного перенесення в багатошарових 
наноплівках оксидної структури 
 
Даний підрозділ роботи відображає результати моделювання процесу 
формування мультишарів тонких оксидних наноплівок, що використовуються як 
термо- і агресивно захисні покриття робочих органів технологічного обладнання, 
що працює у високо агресивних середовищах. Сплави системи залізо-хром 
використовують як конструкційний матеріал в атомній енергетиці, при 
виробництві мінеральний волокон. Оксиди, у тому числі й багатошарові, широко 
застосовуються в напівпровідниковій техніці. Утворення на поверхні 
багатошарових оксидів забезпечує високу жаростійкість в інтервалі 1000°-1300°С. 
Хімічний склад оксидів визначається такими компонентами, як Cr, Al, Si, РЗМ. 
Серед інших інтерес викликають сплави (мас.%) Fe-35Cr-(0,5;3) Al. При вмісті 
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0.5% Al на поверхні сплаву утворюються оксиди за схемою Me-Al2O3-FeCrO. 
Якщо вміст Al підвищений до 3% , то оксиди розташовуються за такою схемою: 
Me-FeCrO-AlO. При цьому різко зростає жаростійкість сплаву, оскільки 
утворення зовнішніх оксидів алюмінію перешкоджає проникненню кисню у 
внутрішні шари. Загальна товщина окалини при цьому зменшується у 3-4 рази. 
Визначення дифузійних характеристик дозволяє скоригувати хімічний склад 
сплавів і прогнозувати ресурс їх роботи. В працях Василюка П.М., Гаврилюка 
В.П., Петрика М.Р., Шаблія О.М., експериментально вивчались дифузійні ефекти 
в багатошарових тонких оксидних плівках Me-Al2O3-FeCr2O4  та Me-FeCr2O4-
Al2O3, які запропоновані для використання як ефективні термо- та корозійностійкі 
нанопокриття робочих вузлів обладнання, що працюють в високотемпературних 
та агресивних середовищах (рідке скло, виготовлення оптоволокна, 
базальтоволокна тощо), забезпечуючи економію матеріалів. При виборі моделі 
враховували типорозміри деталі.  
 
4.3.1. Математичне моделювання дифузійного перенесення в багатошарових 
наноплівках оксидної структури при дослідженні зразка за технологією 
виробництва базальтового волокна(БСТВ) 
Схематичний вигляд досліджуваного зразка за технологією виробництва 
базальтового волокна(БСТВ)  зображений на рис. 4.25. 
 
 
Рис.4.25. Схематичний вигляд зразка  
 
З метою одержання повноти картини аналізу вибрано шість позицій (точок), у 
яких здійснювались експериментальні зрізи (заміри) щодо кількісного складу 
означених вище компонентів. Розподіл елементів сплаву за технологією 
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виробництва базальтового волокна з робочою температурою 1573 К вивчали в 
точках: 1 – межа сплав-повітря-розплав; 2,4 – об’єм сплаву; 6 – межа сплав-
повітря; 5 – межа сплав-розплав. Точки для зрізів вибирались з урахуванням 
ступеню контакту  з агресивним робочим середовищем (розплав скла) поверхні, 
покритою нановлівкою даної оксидної структури. Точки Т.1-Т.3 є точками 
безпосереднього контакту з агресивним середовищем, ранжовані в порядку 
зменшення ступеню контакту з агресивним середовищем. Точки Т.4-Т.6  не мають 
безпосереднього контакту з агресивним середовищем,  однак розміщені в 
безпосередній близькості до нього і внаслідок цього піддаються значним 
термічним навантаженням. Аналогічно, точки Т.4-Т.6 також ранжовані в порядку 
зменшення ступеню термічного навантаження. Експериментальні концентраційні 
розподіли у відповідних точках використані як вхідні параметри для 
математичного моделювання процесу дифузії. 
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Рис.4.26. Експериментальні концентраційні розподіли як функції глибини  
для алюмінію для 5-ти різних зрізів оксидної наноплівки 
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Рис.4.27. Експериментальні концентраційні розподіли як функції глибини  для 
молібдену для 5-ти різних зрізів  оксидної наноплівки 
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Рис.4.28. Експериментальні концентраційні розподіли як функції глибини  для 
кремнію для 5-ти різних зрізів  оксидної наноплівки 
 
При побудові математичної моделі дифузійного перенесення в даних 
оксидних плівках розглядається багатошарове (складається з n шарів) 
середовище. Припустивши, що процес дифузії атомів складових компонентів 
оксидних плівок (алюміній, молібден, кремній) головна причина змішування 
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системи, то концентраційні профілі для такої багатошарової системи можна 
одержати з рівнянь Фіка, в комбінації з крайовими умовами зовнішніх шарів і 
умовами контакту між послідовними шарами. Таким чином, отримаємо 
математичну модель процесу перенесення шляхом дифузії в плоскому 
багатошаровому середовищі. Значення місцевої миттєвої концентрації  Ck (t, x, z)  
отримаємо як розв’язок системи диференціальних рівнянь другого порядку 
2 2
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k
k k
k k k z
C C
C t x z C D D
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в області 
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, 
де Dk - коефіцієнти дифузії елементу, а k2 - коефіцієнт розсіювання маси.  
Відповідні початкові умови мають вигляд: 
k kk t 0 0 0
C ( t,x,z ) C ( x,z ) C ( z ), k 1,n    .                  (4.23) 
 Крайові умови та інтерфейсні умови між суміжними шарами вздовж осі z: 
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.              (4.24) 
Крайові умови по змінній x:  0 0
k
x
C
x




,  1 , .kk x RC C t z    
Тут використані позначення: 
, ; 0, ; , 1,2k kij ij k n i j      – коефіцієнти, що визначають крайові умови і умови 
контакту. (В нашому випадку: 0 0
11 110, 1;    11 12 1;
k k    21 22 0;
k k    
11 12 21 220; 1
k k k k       ;  1,k n ); 
, 1, 1kC k n    – концентрація  в k-му шарі багатошарового середовища вздовж осі 
z; 
x, y, z ─ просторові координати;  
t ─ час; 
2
k   коефіцієнт розсіювання маси; (в першому наближенні: 
2 0; 1, 1k k n    ); 
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, 1, 1kD k n    коефіцієнт дифузії в напрямку осі z;   
0D   коефіцієнт дифузії в напрямку осі x;  
1; 1, 1k k kl l l k n      ─ товщина k-го шару; 1 0nl l l    ─ товщина середовища; 
R ─   півширина середовища. 
Точний аналітичний розв’язок задачі описаної рівняннями (4.59)-(4.61) 
безпосередньо виписується шляхом застосування інтегральних перетворень 
Фур’є, аналогічно пункту 4.2 [113]: 
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                                                                                                                                                     (4.25) 
Тут  
- функція Гріна (функція впливу крайової умови для поверхні впливу  z=l0   
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- функція Гріна (функція впливу крайової умови для поверхні впливу  x=R)  
: 
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- функція впливу Коші  неоднорідностей системи: 
1 1, ,
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t x z t z x
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      


    .                    
За результатами експериментальних даних та з використанням розв’язку 
(4.25) була проведена ідентифікація з використанням теорії управління станом 
багатокомпонентних систем (результати, отримані С.В.Дейнекою, М.Р.Петриком 
[43, 172]). 
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Рис. 4.29. Відновлені розподіли коефіцієнтів дифузії для алюмінію для 5-ти різних 
зрізів оксидної наноплівки  
 
На рис. 4.33.-4.35. подані, відтворені з використання методів оптимального 
керування станом багатокомпонентних систем переносу, аналітичного розв’язку 
моделі (4.62) та даних експериментальних спостережень (рис. 4.29-4.32), 
розподіли коефіцієнтів дифузії для розглядуваних складових компонентів 
наноплівок (алюмінію, молібдену, кремнію).  
 
 
Рис. 4.30. Відновлені розподіли коефіцієнтів дифузії для молібдену для 5-ти 
різних зрізів  оксидної наноплівки  
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Рис. 4.31. Відновлені розподіли коефіцієнтів дифузії для кремнію для 5-ти різних 
зрізів  оксидної наноплівки  
 
Ідентифіковані  у такий спосіб розподіли коефіцієнтів дифузії, що 
відповідають реальним даним експериментів, використані як вхідні параметри 
отриманого математичного розв’язку моделі (4.62) для моделювання та аналізу 
концентраційних розподілів основних складових компонентів наноплівок 
(алюмінію, молібдену, кремнію). 
Як жаро-, так і корозійна стійкість сплавів визначається вмістом, в першу 
чергу, алюмінію, який забезпечує утворення захисних поверхневих оксидів. 
Розглянемо результати комп’ютерного моделювання концентраційних розподілів 
алюмінію в кожній з п’яти точок.  
На рис. 4.36 – 4.40 подано результати числового моделювання та 
використані сліди експериментальних спостережень (exp), що відображають вміст 
алюмінію. Ці концентраційні розподіли побудовані для різних  часових 
тривалостей формування технологічного мультишару наноплівки: приведений 
час, рівний (1Т) відповідає експериментальному часу (20 діб). Тривалості 
формування технологічного мультишару наноплівки за рахунок молекулярної 
дифузії вказаних компонентів розбиті на 5 періодів,  що включають формування 
захисного мультишару від початкового періоду (0.25Т) до кінцевого (1Т).  
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Рис. 4.32. Модельні концентраційні розподіли алюмінію для точки Т.1  
 
Як видно з графіка на рис. 4.36, для точки Т.1. характерним є майже повне 
співпадання вмісту алюмінію на глибині більше 100 мкм при приведеному часі 
0,25Т та 0,33Т (тобто на першій третині експерименту), причому цей вміст 
близький нулю. Найбільший приріст вмісту алюмінію спостерігається при 
приведеному часі від 0,33Т до 0,75Т.  
 
 
Рис. 4.34. Модельні концентраційні розподіли алюмінію для точки Т.2 
 
Максимальне відхилення концентрації алюмінію для періоду завершення 
формування захисного мультишару наноплівки від експериментального профілю 
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не перевищує 2-3%, що дає змогу говорити про достовірність математичної 
моделі та можливості практичного використання отриманих результатів. 
На рис. 4.33 спостерігаємо, що для точки Т.2. найбільший приріст вмісту 
алюмінію спостерігається при приведеному часі від 0,33Т до 0,5Т. Максимальне 
відхилення концентрації алюмінію для періоду 1Т від ехр дорівнює близько 3%. 
 
Рис. 4.34. Модельні концентраційні розподіли алюмінію для точки Т.3 
 
З графіка на рис. 4.34, видно, що для точки Т.3. характерним є найбільший 
приріст вмісту алюмінію при приведеному часі від 0,5Т до 0,75Т.  
Для точки Т.4 концентрація алюмінію є стала і рівна близько 0,65%. Це 
можна пояснити тим, що ця точка має найменший ступінь термічного 
навантаження (рис. 4.25.). 
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Рис. 4.35. Модельні концентраційні розподіли алюмінію для точки Т.5 
 
 
Рис. 4.36 Модельні концентраційні розподіли алюмінію для точки Т.6 
 
Як видно з рис. 4.32-4.36 профілі, одержані шляхом моделювання, є добре 
узгоджені з відповідним експериментальним профілем при наближенні тривалості 
формування мультишару до періоду кінцевого  завершення формування захисного 
мультишару наноплівки. Максимальне відхилення не перевищує 2-3%, що дає 
змогу говорити про достовірність математичної моделі та можливості 
практичного використання отриманих результатів.       
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Розглянемо результати комп’ютерного моделювання концентраційних 
розподілів молібдену в кожній з п’яти точок, які подані на рис. 4.37 – 4.42, для 
аналізу на кожному з графіків зображені також експериментальні дані (exp).  
 
 
Рис. 4.37 Модельні концентраційні розподіли молібдену для точки Т.1 
 
Як і для алюмінію, для молібдену часові тривалості формування 
технологічного мультишару наноплівки  (20 діб) були розбиті на 5 періодів. В 
точці Т.1. зростання вмісту молібдену починається при експлуатації протягом 
більше 6 діб (0,33Т). На глибині, більшій від 150 мкм концентрація молібдену 
практично стала. 
 
 
Рис. 4.38 Модельні концентраційні розподіли молібдену для точки Т.2 
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На рис. 4.38 спостерігаємо, що для точки Т.2. найбільший приріст вмісту 
молібдену спостерігається при приведеному часі від 0,33Т до 1Т. Максимальне 
відхилення концентрації алюмінію для періоду 1Т від ехр дорівнює близько 3%. 
 
         
Рис. 4.39 Модельні концентраційні розподіли молібдену для точки Т.3 
 
 
Рис. 4.40 Модельні концентраційні розподіли молібдену для точки Т.5 
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З графіка на рис. 4.40, видно, що для точки Т.5. характерним є найменший 
приріст вмісту молібдену при приведеному часі від 0,25Т (5діб) до 0,33Т (7 діб). 
Похибка модельних результатів (співвідносно з експериментальними) на глибині 
до 100 мкм – 1%,  на глибині від 100 до 200 мкм – 1,5-2%, на глибині від 200 до 
300 мкм – 1,5-3%. 
 
 
Рис. 4.41 Модельні концентраційні розподіли молібдену для точки Т.6 
 
Як демонструють результати моделювання для точки Т.6. концентрація 
молібдену для кожного з експлуатаційного періоду є сталою на глибині від 
поверхні зразка від 230 мкм. 
Аналізуючи графіки на рис. 4.37-4.41 можна зробити висновок, що модельні 
профілі узгоджуються з відповідними експериментальними профілями 
(відхилення в межах 2-3%).  
На рис. 4.42 – 4.46 розглядаються результати комп’ютерного моделювання 
вмісту кремнію в кожній з п’яти точок, де проводився експериментальний аналіз 
(exp).  
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Рис. 4.42 Модельні концентраційні розподіли кремнію для точки Т.1 
 
 
   
Рис. 4.43 Модельні концентраційні розподіли кремнію для точки Т.2 
 
 
Рис. 4.44 Модельні концентраційні розподіли кремнію для точки Т.3 
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В точках Т.1.-Т.3. зростання вмісту кремнію починається при експлуатації 
протягом більше 6 діб (0,33Т). На глибині, більшій від 100 мкм (для Т.1.), більшій 
130 мкм (для Т.2.),  більшій 110 мкм (для Т.3.),  більшій 160 мкм (для Т.5.),  
більшій 130 мкм (для Т.6.),  концентрація кремнію практично стала. 
 
         
Рис. 4.45 Модельні концентраційні розподіли кремнію для точки Т.5 
 
 
Рис. 4.46 Модельні концентраційні розподіли кремнію для точки Т.6 
 
Як видно з рис. 4.42-4.46  профілі, одержані шляхом моделювання 
концентраційних розподілів кремнію добре узгоджуються з відповідним 
експериментальним профілем при наближенні тривалості формування 
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мультишару до періоду кінцевого завершення формування захисного мультишару 
наноплівки. Максимальне відхилення не перевищує 2-3%, що дає змогу говорити 
про достовірність математичної моделі та можливості практичного використання 
отриманих результатів. Результати моделювання можуть бути використані для 
підвищення ефективності експериментальних досліджень переносу в 
багатокомпонентних мультикомпозитах та дослідженні властивостей нових 
наноматеріалів. 
 
 
4.3.2. Математичне моделювання дифузійного перенесення в багатошарових 
наноплівках оксидної структури при дослідженні зразка за технологією 
виробництва базальтового волокна, отриманого вертикальним роздувом 
повітря (ВРВ)  
Схематичний вигляд зразка за технологією виробництва базальтового 
волокна, отриманого вертикальним роздувом повітря (ВРВ) зображений на рис. 
4.47. 
 
 
Рис. 4.47 Схематичний вигляд зразка за технологією ВРВ 
 
Експериментальні зрізи (заміри) щодо кількісного складу алюмінію та 
кремнію вивчали в точках: 1-межа сплав-повітря-розплав; 2,5, - об’єм сплаву; 4- 
межа сплав-повітря; 6- межа сплав-розплав. Зразок експлуатувався біля 30 діб. 
Експериментальні концентраційні розподіли як функції від глибини для 
кремнію та алюмінію для 5-ти різних зрізів оксидної наноплівки подано на 
рис.4.48-4.49. 
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Рис. 4.48 Експериментальні концентраційні розподіли для кремнію  
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Рис. 4.49 Експериментальні концентраційні розподіли для алюмінію  
 
 
На рис. 4.50-4.51 показані отримані в результаті реалізації процедури 
зворотної задачі (результати С.В.Дейнеки, М.Р.Петрика), з використанням 
аналітичного розв’язку моделі (4.62) та даних експериментальних спостережень 
розподіли коефіцієнтів дифузії кремнію та алюмінію.   
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Рис. 4.50 Розподіл коефіцієнтів дифузії в кремнії  
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Рис. 4.51 Розподіл коефіцієнтів дифузії в алюмінії  
 
Використовуючи отриманий коефіцієнтний розподіл та аналітичний 
розв’язок моделі, проведемо порівняльний аналіз експериментального і 
модельного розподілу.  
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Рис. 4.52. Модельні концентраційні розподіли, побудовані за відновленими 
коефіцієнтами дифузії для кремнію для 5-ти зрізів оксидної наноплівки (точки 
Т.1-Т.4, Т.6) 
 
Як видно з рис.4.52. криві експериментального і модельного розподілів 
кремнію з достатньої для технологічних застосувань точністю узгоджуються між 
собою. Максимальне значення величини відносної похибки не перевищує 4 %. 
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Рис. 4.53. Модельні концентраційні розподіли, побудовані за відновленими 
коефіцієнтами дифузії для алюмінію для 5-ти зрізів оксидної наноплівки (точки 
Т.1-Т.4, Т.6) 
 
На рис. 4.53 спостерігаємо, що на глибині більшій за 140 мкм від поверхні 
зразка концентрація алюмінію для кожної з точок Т.1-Т.4, Т.6 при відповідних 
періодах часу залишається незмінною. Для всіх точок, що відповідають 
досліджуваним зрізам оксидної наноплівки, найбільший приріст вмісту алюмінію 
спостерігається при приведеному часі від 0,33Т (10 доба) до 1Т (30 доба). 
Максимальне відхилення концентрації алюмінію для повного модельного періоду 
часу від часу проведення експерименту не перевищує 5%. 
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РОЗДІЛ 5 
МОДЕЛЮВАННЯ ТА ІДЕНТИФІКАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ ПРОЦЕСІВ 
ДИФУЗІЙНОГО ПЕРЕНЕСЕННЯ В БАГАТОШАРОВИХ ОКСИДНИХ 
НАНОПЛІВКАХ 
 
Задачі вивчення дифузії в багатошарових плівках вимагають розроблення 
нових методів моделювання і математичних моделей для опису явищ, що 
враховують наявність переходів (інтерфейсів) між суміжними шарами [1, 2]. 
Ефективними методами, які найповніше враховують проаналізовані вище 
особливості, є методи інтегральних перетворень Фур’є, Лапласа, Фур’є-Бесселя, 
Вебера, Ганкеля, Конторовича – Лєбєдєва, з використанням яких отримані 
розв’язки різних типів краєвих задач математичної фізики однорідних структур, у 
тому числі задачі дифузії для різних середовищ та можливість їх математичного 
моделювання 
 
5.1 Математичне модель багатошарової оксидної наноплівки  
Для формулювання фізичної задачі і математичної моделі процесу 
дифузійного масопереносу в багатошарових плівках розглянемо багатошарове 
середовище, що складається з n подвійних шарів двох середовищ з різними 
властивостями. Схематичний вигляд багатошарового середовища наведено на 
рисунку 5.1.  
Згідно такої схематизації, для кожного j-го інтерфейсу у сформованому 
мультикомпозиті відбувається взаємодифузія компонент між двома сусідніми 
шарами середовища. Механізми такого взаємопереносу визначаються наявністю 
змінних градієнтів та швидкостей зміни концентрацій на інтерфейсних межах між 
шарами. Моделювати механізми такого додаткового взаємопереносу поряд із 
основними рівняннями переносу можна шляхом врахування в крайових та 
інтерфейсних умовах зміни в часі концентрацій та їх градієнтів.  
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Рис. 5.1. Схематизація мультикомпозитного багатошарового середовища 
 
Таким чином нам необхідно побудувати обмежений розв’язок системи 
диференціальних рівнянь з частинними похідними 2-го порядку параболічного 
типу, що описує дифузійний перенос (молекулярний транспорт) в обмеженому 
(n+1)-складовому неоднорідному середовищі з нестаціонарними режимами 
масообміну на масообмінних поверхнях: 
     
   
2 2
12 2
, , , , , ,
, , , , 1, 1m m mR m m m m
u t x z u t x z u t x z
D D f t z z l l m n
t x z

  
     
  
   (5.1) 
за початкових умов 
     10, , , , , , 1, 1m m m mtu t x z g x z z l l m n     ,     (5.2) 
крайових умов по змінній z 
       
0
0
0 0 1 1
11 11 1 22 22 1, , , ; , , ,
n n
l n l
z l z l
u t x z g t x u t x z g t x
z z
     
 
    
          
, 
             (5.3) 
інтерфейсних умов 
   1 1 1 2 2 1, , , , 0; 1,2; 1,
m
m m m m
j j m j j m
z l
u t x z u t x z j m n
z z
    

      
              
    (5.4) 
та крайових умов по змінній x 
         00, , , , , , , , 0, , 1, 1m mm m Rx x Ru t x z u t z u t x z u t z x R m n      . (5.5) 
Тут RD  – коефіцієнт дифузії по координаті х, mD  – коефіцієнти дифузії по 
координаті z для кожного з n шарів середовища. Умови (5.3)-( 5.4) подані в 
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загальному вигляді і через вибір необхідних коефіцієнтів , , , 1,2m mjs js j s    
уточнюються для кожної конкретної постановки моделі. Також  є можливість 
враховувати і вплив просторово розподілених джерел маси  ,mf t z . 
 
5.2 Побудова аналітичного розв’язку моделі 
Для побудови розв’язку запропонованої моделі, послідовно застосуємо до 
задачі (5.1) - (5.5) інтегральні перетворення: 
а) інтегральне перетворення sin-Фур’є  на сегменті (0,R) по змінній х, 
визначене [4] : 
- інтегральним оператором прямої дії  
     
0
, , , , sin ,
h
i m m mi
i
F u t x z u t x z x dx u t z
h
 
     
 
 ,     (5.6) 
- інтегральним оператором зворотної дії  
     1
1
2
, , sin , ,i mi mi m
i
i
F u t z u t z x u t x z
R R


 
     
 
 ;     (5.7) 
- основною тотожністю інтегрального перетворення Фур’є для 
диференціального оператора Лапласа  
  22
02
, ,
( , ) ( , ) ( 1) ( , )
m m
im
i mi R
u t x z i i
F u t z u t z u t z
x R R
    
             
   (5.8) 
б) по змінній z скінченне інтеґральне перетворення Фур’є для обмеженого 
неоднорідного n+1 – складового середовища з урахуванням змінних градієнтів  в 
крайових та інтерфейсних умовах має вигляд [7]: 
- інтегральний оператор прямої дії  
   
1
1
1
, ( , ) ( )
m
m
ln
n m m m k m k
m l
F u t z u z V z dz u t 



         ,      (5.9) 
- інтегральний оператор зворотної дії  
   1 2
1
( , )
( ) ( ) ,
( , )
m k
n k k m
k k
V z
F u t u t u t z
V z





  .       (5.10) 
- основна тотожність інтегрального перетворення  
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     
0
2 1 1
1 1 1 1 01 1
22 11
, , ,nn n m k k n n k l k lnF L u t z u D V l g D V l g
 
  
 

 
            
,  (5.11) 
де компоненти jV  спектральної вектор-функції ( , )kV z   визначені таким чином: 
 21, 1, 1,2 1,1( , ) ( )cos ( )sin
n
m k i i k m k mk m n mk
i m
V z c q q z q z      

 
  
 
 , 1,m n ;  
1 2 1, 1 1,( , ) ( )cos ( )sinn k n k n k n k n kV z q z q z        ; 
21, 22 12 12 22
i i i i
iс      , 
01 02
01 11 1 0 02 11 1 0( ) ( ); ( ) ( )k kv b l v b l     ; 
1,2 1 1 1,1 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
m m
mi k m k i m m m m m k i m m m mq l q l q l q l            ; 
1 11 22 1 21 12 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
m mj mi mj mi
ji m m m m m m m m m m m mq l q l v q l v q l v q l v q l     ; 
 
1
2
( ) ( )cos sin cos ,
( ) ( )sin cos sin ; , 1,2, , 1
m
m
m m m m m
ij s m ij ij s ij s s m ij s m
z l
m m m m m
ij s m ij ij s ij s s m ij s m
z l
d
v q l q z q q l q l
dz
d
v q l q z q q l q l i j s m m
dz
   
   


    
       
,kmk
m
q
D

  2 0,m   1, 1m n  , 
тут , 0,k k   - власні числа, що є коренями трансцендентного рівняння: 
1,1 1,2
2 22 1 1 22 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
n n
n n n n nv q l v q l     
 
      
 
1
1
22
1
( , ) ( , )
m
m
ln
k m k m
m l
V z V z dz  



  - квадрат норми, 
11,
21,
1 n i
m
i mm i
c
D c


  , 1,m n , 1
1
1
n
nD
 

 .-компоненти спектральної густини. 
В результаті застосування інтегральних операторів (5.6),( 5.9) до задачі 
(5.1)-( 5.5) одержимо задачу Коші,  
     
2
2
ki R k ki ki
d i
u t D u t
dt R

 
  
        
     (5.12) 
 
0ki kit
u t g

           (5.13) 
розв’язком якої є функція [7] 
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 
 
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 
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де: 
   1 2( ) ( )ki kiki ki kit g t t f t    , 
1 0( ) ( ) ( 1) ( )ki k kR
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22 11
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   . 
Повертаючись до оригіналів, з послідовним застосуванням інтегральних 
операторів зворотної дії, визначеними формулами (5.7), (5.10), отримаємо 
розв’язок  задачі (5.1) [7] 
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(5.15) 
У цій формулі визначені функції впливу, які описуються наступними 
виразами: 
- функції впливу крайових умов  по просторовій змінній z: 
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- функції впливу крайових умов  по просторовій змінній х: 
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- функція впливу початкових умов та неоднорідностей системи: 
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5.3 Вибір функціоналу-нев’язки.  
Вважаємо, що коефіцієнти дифузії ,kD  крайової задачі (5.1)-( 5.5) є 
невідомими функціями від часу. При  відомих концентраціях 
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початково-крайова задача (5.1)-(5.5) може бути розглянута для кожної точки z для 
кожного тонкого k1-го сегмента і  полягатиме  в знаходженні функцій 
1k
spD D ,  де 
    1
1
1, : , 0, 1, 1Tk T k
D t z C k N  

      . 
Функціонал-нев’язка відхилення розв’язку від його слідів на 
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відповідно до [8] запишеться у вигляді  
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Регуляризаційний вираз для 1n  -го кроку визначення ідентифікуючої 
функціональної залежності. Слідуючи [8], з використанням методу мінімальних 
похибок для визначення залежності ідентифікації компоненти коефіцієнта  
дифузії 
1
1
k
nD   від часу для кожного m -го шару 1, 1m N  , отримаємо 
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Таким чином, слідуючи [8] отримуємо для задачі функціональної 
ідентифікації аналітичні вирази для компонентів ґрадієнтів функціонала-нев’язки  
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Ідентифікація та чисельне моделювання.  
На рис.5.2 приведені результати експериментальних досліджень розподілів 
хрому в живильнику. 
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Розподіл Cr в ВРВ
19
21
23
25
27
29
31
33
35
0 50 100 150 200 250
глибина (мкм)
К
о
н
ц
ет
р
ац
ія
 (
%
)
1
2
3
4
5
  
а)        б) 
Рисунок 5.2. Розподіли хрому(Cr) в базальтовому супертонкому волокні 
а) БСТВ, б) ВРВ 
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Дані отримані за результатами експлуатації протягом 20 діб при виробництві 
базальтового супертонкого волокна (БСТВ) (рис. 5.2а) та при експлуатації 
протягом 30 діб при виробництві базальтового волокна із застосування ВРВ 
(рис.5.2б) в п’яти різних точках (1-5) матеріалу.  
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Рисунок 5.3. Розподіл коефіцієнтів дифузії хрому для БСТВ 
 
Рохподіл коефіцієнтів дифузії хрому в ВРВ
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Рисунок 5.4. Розподіл коефіцієнтів дифузії хрому для ВРВ 
 
Застосувавши до аналізу експериментальних розподілів підходи викладені та 
апробовані в працях авторів [8, 9, 10], які базуються на теорії оптимального 
керування станом розподілених систем [11-12] та запропоновану математичну 
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модель процесу дифузійного масопереносу в багатошарових плівках, отримано 
розподіли коефіцієнтів дифузії хрому (Cr) в шарі середовища.  
Розглянемо результати комп’ютерного моделювання концентраційних 
розподілів хрому в кожній з п’яти точок при виробництві ВРВ та БСТВ.  
На рис. 5.5 наведено результати числового моделювання розподілу хрому при 
виробництві БСТВ та використані сліди експериментальних спостережень (exp), 
що відображають вміст хрому. Ці концентраційні розподіли побудовані для 
різних часових моментів формування технологічного мультишару наноплівки: 
приведений час, що дорівнює (1T), відповідає експериментальному часу (20 діб). 
Для зручності аналізу кінетики процесу дифузійного переносу, розподіли 
приведено для п’яти моментів часу, що умовно відповідають етапам формування 
захисного шару від початкового (0.25Т) до кінцевого (1Т). 
 
 
Рисунок 5.5. Модельний розподіл хрому (Cr) для БСТВ (точка 1) 
 
Як бачимо для першого часового відтинку (0.25Т), вміст хрому лінійно 
зростає до глибини 100 мкм, після чого розподіл набуває більшої стрімкості і 
стабілізується в районі 220 мкм. Чітко видно, що з кожним наступним етапом 
формування захисного шару розподіл набуває все більш рівномірного характеру. 
Так, величина градієнту для першого шару складає більше 14%, для другого – 
12,5%, для третього – 7,5%, для четвертого – 2,5% та для п’ятого – 1,5%. 
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Найбільший приріст вмісту хрому спостерігається при приведеному часі від 0,33Т 
до 0,75Т. Максимальне відхилення концентрації хрому для періоду завершення 
формування мультишару наноплівки (1Т) від експериментального профілю (exp) 
не перевищує 2 %. 
 
 
а)      б) 
Рисунок 5.6. Модельний розподіл хрому (Cr) для БСТВ  
а) точка 2; б) точка 3 
 
Кінетика процесу суттєво не відрізняється і для розподілів хрому отриманих 
для інших чотирьох точок (2-4) представлених на рис.6 та рис. 5.7. Ми можемо 
спостерігати деякі флуктуації на на ділянках від 0 до 50 мкм, що може бути 
повязано певною з неонорідністю досліджуваного зразка, та в цілому кінетика 
процесу залишається сталою.  
 
а)      б) 
Рисунок 5.7. Модельний розподіл хрому (Cr) для БСТВ  
а) точка 4; б) точка 5 
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На рис. 5.8-5.10 наведено результати числового моделювання розподілу 
хрому для ВРВ процесу. Аналогічно, приведені модельні та експериментальний 
розподіли (exp), вмісту хрому. Концентраційні розподіли побудовані для п’яти 
часових моментів формування мультишару наноплівки і приведений час (1T), 
відповідає експериментальному часу в 30 діб.  
Як бачимо на рис. 5.8 криву розподіл хрому можна розділити на три 
характерні сегменти, перший від 0 до 50 мкм, характеризується рівномірністю 
розподілу, другий від 50 до 200 мкм характеризується лінійністю зростання 
вмісту хрому, та третій сегмент теж, як і перший, має рівномірний характер.  
Величина градієнту для першого і другого шарів складають майже 16%, для 
третього – 12%, для четвертого – 8,2% та для п’ятого – 5,7%. Найбільший приріст 
вмісту хрому спостерігається при приведеному часі від 0,33Т до 0,75Т. 
Максимальне відхилення концентрації хрому для періоду завершення формування 
мультишару наноплівки (1Т) від експериментального профілю (exp) не перевищує 
3 %. 
 
 
Рисунок 5.8. Модельний розподіл хрому (Cr) для ВРВ (точка 1) 
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а)      б) 
Рисунок 5.9. Модельний розподіл хрому (Cr) для ВРВ 
а) точка 2; б) точка 3 
 
 
а)      б) 
Рисунок 5.10. Модельний розподіл хрому (Cr) для ВРВ (точка 4) 
а) точка 4; б) точка 5 
Figure 10. Modeling distribution of chromium (Cr)  
а) point 4; б) point 5 
 
Проводячи аналіз отриманих результатів (рисунки 5.5 – 5.10), варто 
відзначити майже повне співпадання модельного розподілу 1.0Т хрому з кривою 
(exp), що відповідає екпериментально отриманим розподілам. Максимальні 
розбіжності між концентрацями  для періоду завершення формування 
мультишару наноплівки від експериментального профілю не перевищує 3%, що 
вказує на достовірність запропонованої моделі.ВИСНОВКИ 
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В монографіх представлено результати розробки методів та моделей 
процесів дифузійного перенесення для оцінювання технологічних параметрів 
багатошарових наноплівок, а також розроблено алгоритми комп’ютерної 
реалізації створених моделей. Найбільшими науковими та практичними 
результатами роботи є: 
1. Побудовано математичні моделі фізико-технологічних процесів 
перенесення в багатошарових плівках декартового та циліндричного типу щодо 
різних конфігурацій багатокомпонентних середовищ. 
2. Побудовано, з використанням інтегральних перетворень Фур’є, Фур'є-
Бесселя та Конторовича-Лєбєдєва для різних середовищ, аналітичні розв'язки 
досліджуваних математичних моделей  
3. Розроблено математичну модель дифузійного переносу в багатошарових 
оксидних та Fe/Tb, Dy/Fe - магнітних наноплівках різної конфігурації з 
урахуванням взаємодій між окремими шарами плівок та отримано її аналітичний 
розв’язок. 
4. Здійснено комп’ютерне моделювання та аналіз концентраційних 
залежностей дифундованих компонентів у шарах наноплівок як функцій від 
товщини для різних зрізів технологічних поверхонь у широкому діапазоні зміни 
конструктивних і режимних параметрів для їх подальшого використання для 
комплексної оцінки ресурсозбереження, зокрема показників корозійностійкості та 
жаростійкості оксидних плівок при виробництві тонких скловолокон. 
5. Виконано перевірку на адекватність параметрів моделювання і фізичного 
експерименту. Встановлено, що максимальне значення величини відносної 
похибки експериментального і модельного розподілів концентрацій відповідних 
елементів не перевищує 9% для магнітних наноплівок та 5% для оксидних.  
Запропонована методика, застосована до розв’язання задачі процесу дифузії, 
може бути поширена на випадок більш складних багатошарових середовищ, так 
само як і для нелінійних систем, для яких коефіцієнт дифузії є функцією 
концентрації, що складатиме предмет подальших досліджень.  
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6. Створено програмне забезпечення для аналізу концентраційних 
розподілів дифундованих компонентів у різних шарах наноплівок магнітної та 
оксидної природи. 
7. Встановлено суттєву відмінність концентрацій заліза і диспрозію  на 
різній глибині середовища за рахунок різної інтенсивності їх дифузії в шарах. 
Зокрема, на глибині до 4 nm і від 10 до 12 nm спостерігається мінімальна 
концентрація заліза (до 20%) та максимальна  концентрація диспрозію (80-95%), а 
на глибині 14-20 nm – заліза 65-85%, диспрозію 15-35%., що впливає на 
збільшення перпендикулярної магнітної анізотропії та намагнічуваності в цілому. 
При дослідженні оксидних плівок виявлено, що на межі сплав-повітря-розплав 
спостерігається 4% концентрація алюмінію при 0,5%-ому вмісту молібдену, що 
вказує на можливість  технологічного формування захисного антикорозійного 
мультишару покриття із наперед заданими параметрами. 
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